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Предисловие

Проведение конференции приурочено к юбилею Орловского государственного педа-
гогического института (ОГПИ), преобразованного в 1998 г. в классический университе-
тет. В год основания ОГПИ были открыты несколько факультетов, одним из них был
физико-математический факультет. На факультете работали замечательные педаго-
ги – математики и физики: Б.И. Аргунов, П.С. Кудрявцев, С.М. Клименко, В.Л. Мин-
ковский, И.В. Парнасский, Н.М. Ростовцев и другие. Ныне преподавательский состав
физико-математического факультета значительно вырос и пополнился. Многие препо-
даватели имеют высокий научный рейтинг как в России, так и за рубежом. Это ректор
университетета д.п.н., профессор Ф.С. Авдеев; зав. лабораторией теории функций и
функционального анализа д.ф.-м.н, профессор В.П. Громов; зав. кафедрой алгебры и
математических методов в экономике д.ф.-м.н, профессор А.Б. Секерин; зав. кафедрой
геометрии и методики преподавания математики профессор В.В. Ветров; зав. кафед-
рой математического анализа и дифференциальных уравнений д.ф.-м.н, профессор
А.Н. Зарубин; зав. кафедрой теоретической физики и математического моделирова-
ния д.ф.-м.н, профессор В.Ф. Пивень; зав. кафедрой информатики д.ф.-м.н, профессор
А.Г. Мешков; д.п.н., профессор Т.К. Авдеева; д.ф.-м.н, профессор С.А. Савков и др.
Большая часть из перечисленных ученых имеют свои научные школы и руководят
научной работой аспирантов. В 2005 г. в ОГУ создан научно-исследовательский ин-
ститут Естественных наук, в состав которого входит отдел Прикладной математики.
Сотрудники этого отдела – преподаватели и аспиранты физико-математического фа-
культета.

Тематика конференции определялась, в основном, исходя из научных интересов
сотрудников ОГУ. Статьи, включенные в Труды конференции, были разбиты на три
тома. Первый том посвящен «чистой» математике, т.е. дифференциальным уравнени-
ям, математической физике, алгебре, топологии, геометрии, теории функций и функ-
циональному анализу. Во второй том вошли статьи по наукам более близким к прило-
жениям – это математические методы в экономике, математическое моделирование в
гидродинамике и физике, физическая кинетика и механика дисперсных систем. Воз-
можно, разделение статей на 1 и 2 тома было несколько условным, скорее оно дикто-
валось техническими причинами. Третий том содержит статьи по методике препода-
вания математики, физики и информатики. Мы надеемся, что статьи, включенные в
Труды, вызовут интерес научной общественности. Мы также верим, что конференция
Орловского государственного университета станет традиционной.

Редколлегия сборника
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Дифференциальные уравнения

и математическая физика

НЕЛОКАЛЬНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ВЛАГОПЕРЕНОСА

Е. Ю. Арланова
Самарский государственный технический университет,

Самара, ул. Молодогвардейская, 244

Рассмотрим уравнение

Lu = y2uxx − uyy + aux = 0, a = ±1, (1)

в области Ω = {(x, y) : 0 < x − y2

2
< x + y2

2
< 1}, являющейся характеристическим

треугольником.
1. Постановка задачи при a = 1. Введем следующие обозначения: Θ0(x) =

(x
2
;
√
x) и Θ1(x) = (1+x

2
;
√

1− x) – аффиксы точек пересечения характеристик урав-
нения (1), выходящих из произвольной точки x ∈ [0, 1], с характеристиками ξ =

x − y2

2
= 0 и η = x+ y2

2
= 1 соответственно, D−α

0+ f(x) – оператор дробного интегро-

дифференцирования Римана-Лиувилля [1, 2], Eα,η
0+ f(x) =

x−α+η

Γ(α)

x∫

0

(x − t)α−1tηf(t)dt =

x−(α+η)D−α
0+ x

ηf(x) – оператор дробного интегродифференцирования Кобера-Эрдейи,
Γ(α) – гамма-функция [3].

Для уравнения (1) поставим и исследуем следующую задачу.
Задача 1. Найти функцию u(x, y) со свойствами:
1) Lu = 0 в области Ω;
2) u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω ∪ (0, 1)) ∩ C2(Ω);

3)E
−α,α− 1

2

0+ u [Θ0(x)] = E
−α,α− 1

2

0+ u(x, 0) + C0(x) lim
y→0+

uy(x, y) + f0(x);

√
1− x d

dx
u [Θ1(x)] = B1(x)u(x, 0) + C1(x) lim

y→0+
uy(x, y) + f1(x),

где B1(x), C0(x), C1(x), f0(x), f1(x) – заданные функции такие, что

B1(x) 6= 0, x ∈ [0, 1];

B1(x), C0(x), C1(x), f0(x), f1(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1),
(2)

α – заданная константа такая, что

1

2
< α 6 1. (3)
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2. Доказательство однозначной разрешимости задачи 1. Введем обозначения

u(x, 0) = τ(x), lim
y→0+

uy(x, y) = ν(x). (4)

Используя решение задачи Коши в области Ω [4]

u(x, y) = τ

(
x+

y2

2

)
+
y

2

1∫

0

ν

(
x+ (1− 2t)

y2

2

)
dt√
t
, (5)

находим

u[Θ0] = τ(x) +

√
π

2
D

− 1

2

0+ ν(x), u[Θ1(x)] = τ(1) +
1

2
D−1

1−(1− x)− 1
2 ν(x). (6)

Подставив (6) в краевое условие 3) с учетом обозначений (4), после несложных
преобразований получим систему двух уравнений с двумя неизвестными – τ(x) и ν(x):

√
π

2
x−

1
2E

−(α− 1
2),α

0+ ν(x) = C0(x)ν(x) + f0(x), (7)

τ(x) = − 1

B1(x)

[(
1

2
+ C1(x)

)
ν(x) + f1(x)

]
. (8)

Докажем однозначную разрешимость системы (7)–(8). С этой целью, применяя к

обеим частям (7) оператор E
α− 1

2
,2α− 1

2

0+ f(x), после преобразований получим интеграль-
ное уравнение Вольтерра второго рода

µ(x) = f(x) + λ

x∫

0

x−α(x− t)α− 3
2C0(t)µ(t)dt, (9)

где f(x) = 2√
π
x2α−1E

α− 1
2
,2α− 1

2

0+

(
x−

1
2 f0(x)

)
, µ(x) = x2α−1ν(x), λ = 2√

πΓ(α− 1
2)

.

Иначе говоря, мы свели решение исходной задачи к вопросу разрешимости интег-
рального уравнения Вольтерра (9).

Ядро K(x, t) = x−α+1(x − t)α− 3
2C0(t) и функция f(x) являются непрерывными в

целом функциями, причем их особенности имеют порядок меньше единицы. Тогда
по теории интегральных уравнений Вольтерра [5] уравнение (9) имеет единственное
решение.

Справедлива теорема.

Теорема 1. Пусть функции B1(x), C0(x), C1(x), f0(x), f1(x) удовлетворяют усло-

виям (2), действительная константа α – условию (3). Тогда задача 1)–3) для урав-

нения (1) имеет единственное решение, определяемое формулой решения задачи Ко-

ши (5), где ν(x) – решение интегрального уравнения (9), а τ(x) – определена в фор-

муле (8).
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3. Постановка задачи при a = −1. Рассмотрим уравнение

Lu = y2uxx − uyy − ux = 0 (10)

в области Ω, описанной выше. Поставим и исследуем для этого уравнения следующую
задачу.

Задача 2. Найти функцию u(x, y) со свойствами:
1) Lu = 0 в области Ω;
2) u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω ∪ (0, 1)) ∩ C2(Ω);

3)
d

dx
u [Θ0(x)] = B0(x)u(x, 0) + C0 lim

y→0+
uy(x, y) + f0(x)

E
−α,α− 1

2

1− u [Θ1(x)] = E
−α,α− 1

2

1− u(x, 0) + C1(x) lim
y→0+

uy(x, y) + f1(x),

где B0(x), C0(x), C1(x), f0(x), f1(x) – заданные функции такие, что

B0(x) 6= 0, x ∈ [0, 1]; B0(x), C0(x), C1(x), f0(x), f1(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), (11)

α – заданная константа такая, что удовлетворяет условию (3)

4. Доказательство однозначной разрешимости задачи 2. Используя решение
задачи Коши в области Ω [4]

u(x, y) = τ

(
x− y2

2

)
− y

2

1∫

0

ν

(
x+ (1− 2t)

y2

2

)
dt√
1− t , (12)

и обозначения (4), находим

u [Θ0(x)] = τ(0) +
1

2
D−1

0+x
− 1

2ν(x), u [Θ1(x)] = τ(x) +

√
π

2
D

− 1
2

1− ν(x). (13)

Подставляя (13) в краевое условие 3), после несложных преобразований получим
систему двух уравнений относительно двух неизвестных – τ(x) и ν(x):

τ(x) = − 1

B0(x)

[(
1

2
√
x

+ C0(x)

)
ν(x) + f0(x)

]
, (14)

√
π

2
x

1
2E

−(α− 1

2),α

1− ν(x) = C1(x)ν(x) + f1(x). (15)

Разрешимость системы (14)–(15) докажем аналогично нахождению решения систе-

мы (7)–(8). Применяя оператор E
α− 1

2
,2α− 1

2

1− f(x), после преобразований получим интег-
ральное уравнение Вольтерра второго рода

µ(x) = f(x) + λ

1∫

x

x−α(x− t)α− 3

2C1(t)µ(t)dt, (16)

где f(x) = 2√
π
x2α−1E

α− 1
2
,2α− 1

2

1−

(
x−

1
2 f1(x)

)
, µ(x) = x2α−1ν(x), λ = 2√

πΓ(α− 1
2)

.
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Однозначная разрешимость этого уравнения доказывается так же, как для урав-
нения (9).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть функции B0(x), C0(x), C1(x), f0(x), f1(x) удовлетворяют усло-

виям (11), действительная константа α – условию (3). Тогда задача 1)–3) для урав-

нения (10) имеет единственное решение, определяемое формулой решения задачи Ко-

ши (12), где ν(x) – решение интегрального уравнения (16), а τ(x) – определена в фор-

муле (14).

Список литературы

[1] С.Г. Самко, А.А. Килбас, О.И. Маричев. Интегралы и производные дробного порядка и

некоторые их приложения. Минск: Наука и техника. 1987.

[2] А.М. Нахушев. Элементы дробного исчисления и их приминение. Нальчик: КБНЦ РАН.

2000.

[3] Г. Бейтмен, А. Эрдейи. Высшие трансцендентные функции. Т. 1. Гипергеометрическая

функция. Функции Лежандра. М.: Наука, 1973.

[4] А.В. Бицадзе. Некоторые классы уравнений в частных производных. М.: Наука. 1981.

[5] Ф. Трикоми. О линейных уравнениях в частных производных второго порядка смешан-

ного типа. М.-Л.: Гостехиздат. 1947.

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ СИСТЕМ
КИРАЛЬНОГО ТИПА

А.В. Баландин∗, О.Н. Кащеева⋆

∗ Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского

603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина 23

⋆ Волжская государственная академия водного транспорта

603600, Нижний Новгород, ул. Нестерова 5

Cистемами кирального типа будем называть, следуя [1], системы дифференциаль-
ных уравнений в частных производных вида

Uα
xy +Gα

βγU
β
xU

γ
y +Qα = 0, (1)

где x, y – независимые переменные, греческие индексы α, β, γ принимают значения от
1 до n; Gα

βγ , Q
α – гладкие функции от U1, . . . , Un.

Заметим, что при произвольных невырожденных заменах W β = W β(Uα), систе-
ма (1) переходит в систему того же вида, причем коэффициенты Gα

βγ изменяются по
закону преобразования коэффициентов аффинной связности. Будем считать Gα

βγ сим-
волами Кристоффеля некоторого пространства аффинной связности V n в локальной
системе координат U1, . . . , Un.

Одним из признаков интегрируемых систем является наличие представления Лак-
са.
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В данной работе представление Лакса будем понимать следующим образом.
Определение 1. Будем говорить, что система (1) допускает представление Лакса со
значениями в полупростой вещественной алгебре Ли g, если существуют отображения

A : R× J (1)(V n × R2)→ g : (λ, x, y, Uα, Uα
x , U

α
y ) 7→ A(λ, x, y, Uα, Uα

x , U
α
y ),

B : R× J (1)(V n × R2)→ g : (λ, x, y, Uα, Uα
x , U

α
y ) 7→ B(λ, x, y, Uα, Uα

x , U
α
y ),

такие, что условие
DyA−DxB = [B,A]

эквивалентно системе (1). Здесь λ – произвольный параметр, A = eaA
a = ea(A

a
βU

β
x +

Ma), B = eaB
a = ea(B

a
βU

β
y +Na), ea – некоторый базис в алгебре g; Aa

β,M
a, Ba

β, N
a –

функции от U δ и λ; квадратные скобки [ , ] обозначают произведение в алгебре Ли g

и

DyA =
∂A

∂y
+

∂A

∂Uα
Uα

y +
∂A

∂Uα
x

Uα
xy +

∂A

∂Uα
y

Uα
yy, DxB =

∂B

∂x
+

∂B

∂Uα
Uα

x +
∂B

∂Uα
x

Uα
xx +

∂B

∂Uα
y

Uα
xy.

Далее будет удобно переформулировать определение 1 с помощью форм. Пусть

Θa = Aadx+Bady (a = 1, r) (2)

– формы на R × J (1)(V n × R2) со значениями в алгебре Ли g. Система (1) допуска-
ет представление Лакса со значениями в алгебре Ли g тогда и только тогда, когда
подстановка (2) в уравнения

dΘa = Ca
bcΘ

c ∧Θb (3)

приводит к системе, эквивалентной системе (1), т.е. система (2) вполне интегрируема
(по Фробениусу) на решениях системы (1). Здесь Ca

bc = −1
2
C

a

bc, C
a

bc – структурные
константы алгебры Ли g.

Лемма 1. Пусть система (1) допускает представление Лакса со значениями в по-

лупростой алгебре Ли ĝ, т.е. система

θba = (Aba
βU

β
x +Mba)dx+ (Bba

βU
β
y +Nba)dy (4)

вполне интегрируема

dθba = Cba
bbbcθ

bc ∧ θbb (5)

на решениях системы (1). Здесь Aba
β, B

ba
β,M

ba, Nba – гладкие функции от U δ и некото-

рого параметра λ; Cba
bbbc = −1

2
C

ba
bbbc, C

ba
bbbc – структурные константы алгебры ĝ.

Тогда существует r-мерная полупростая алгебра g такая, что r > n и формы

θa = (Aa
βU

β
x +Ma)dx+ (Ba

βU
β
y +Na)dy, (6)

dθa = Ca
bcθ

c ∧ θb (7)

определяют представление Лакса для системы (1), причем rang ||Aa
β −Ba

β|| > n.

Доказательство. Пусть формы (4) определяют представление Лакса. Не огра-
ничивая общности, можно предполагать, что параметр λ изменяется в окрестности
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нуля. При фиксированном произвольном значении параметра λ подстановка (4) в (5)
приводит к линейной комбинации уравнений системы (1). При этом, вообще говоря,
разные уравнения системы могут получаться при разных значениях параметра λ. Но
существует конечное число k значений параметра λ1, λ2, . . . λk, при которых получают-
ся все уравнения системы (1). Теперь в качестве g возьмем произведение k экземпляров
алгебры ĝ и для каждого экземпляра запишем представление Лакса при соответству-
ющем значении параметра. Записывая теперь представление Лакса (6),(7) со значени-
ями в алгебре Ли g, получим все уравнения системы (1). При этом, коэффициентами
при уравнениях системы (1), полученными при подстановке (6) в (7), будут как раз
коэффициенты матрицы ||Aa

β − Ba
β||, следовательно rang ||Aa

β − Ba
β|| > n, по крайней

мере в некоторой окрестности нуля. Заметим, что алгебра g полупроста, т.к. g – прямое
произведение k экземпляров полупростой алгебры ĝ. Лемма доказана.

Обозначим Sa
β = 1

2
(Aa

β − Ba
β), P a

β = 1
2
(Aa

β +Ba
β).

Лемма 2. Пусть система (1) допускает представление Лакса. Тогда функции Sa
β,

P a
β , Ma, Na удовлетворяют условиям

Sa
δG

δ
βγ = Sa

(β,γ) + P a
[β,γ] + Ca

bc(−Sc
βS

b
γ + P c

βP
b
γ + 2Sc

(βP
b
γ)), (8)

Sa
δQ

δ = Ca
bcM

cN b, (9)

Ma
, δ = 2Ca

bc(P
c
δ − Sc

δ)M
b, (10)

Na
, δ = 2Ca

bc(P
c
δ + Sc

δ)N
b, (11)

rang||Sa
δ || > n,

M b[Ca
bg(P

g
[δ,γ] − S

g
[δ,γ]) + Ca

gbC
g
cd(P

d
δ P

c
γ + Sd

δS
c
γ − 2Sd

[δP
c
γ])] = 0,

N b[Ca
bg(P

g
[δ,γ] + Sg

[δ,γ]) + Ca
gbC

g
cd(P

d
δ P

c
γ + Sd

δS
c
γ + 2Sd

[δP
c
γ])] = 0.

Доказательство получается непосредственной проверкой.

Оказывается, что представление Лакса системы (1) позволяет определить на мно-
гообразии V n семейство симметрических тензорных полей.

Пусть система (1) допускает представление Лакса и

f : g× g× ...× g︸ ︷︷ ︸
q

→ R,

– Ad-инвариантное симметрическое полилинейное отображение. Определим на прост-
ранстве V n симметричный тензор Fα1...αq равенством

Fα1...αq = f(Sα1
, . . . , Sαq), (12)

где Sαi
– вектор с координатами Sa

αi
(i = 1, q), индексы αi принимают значения от 1

до n.

Замечание 1. Непосредственная проверка показывает, что Fα1...αq действительно
является тензорным полем на V n.
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Теорема 1. Пусть система (1) допускает представление Лакса.

Тогда для любого тензорного поля Fα1...αq , определенного равенством (12) справед-

ливо

▽(βFα1...αq) = 0, (13)

где ▽βFα1...αq – ковариантная производная тензора Fα1...αq относительно связности

на V n, определенной коэффициентами Gα
βγ.

Доказательство. Симметрируя и альтернируя (8) по индексам β и γ, получим

▽(γS
a
β) = 2Ca

bcS
c
(βP

b
γ), (14)

▽[γP
a
β] = (Sa

δ − P a
δ )Gδ

[βγ] + Ca
bc(P

b
βP

c
γ − Sb

βS
c
γ).

Из (14) следует
▽γS

a
β = 2Ca

bcS
c
βP

b
γ +Da

βγ, (15)

где
Da

(βγ) = 0. (16)

Найдем ковариантную производную тензора Fα1...αq , учитывая (15):

▽βFα1...αq = ▽βf(Sα1
, . . . , Sαq) = f(▽βSα1

, Sα2
, . . . , Sαq) + f(Sα1

,▽βSα2
, . . . , Sαq) + . . .

+ f(Sα1
, Sα2

, . . . ,▽βSαq) = f([Sα1
, Pβ], Sα2

, . . . , Sαq) + f(Dα1β, Sα2
, . . . , Sαq)+

+ f(Sα1
, [Sα2

, Pβ], . . . , Sαq) + f(Sα1
, Dα2β, . . . , Sαq) + . . .

+ f(Sα1
, Sα2

, . . . , [Sαq , Pβ]) + f(Sα1
, Sα2

, . . . , Dαqβ).

Напомним (см., например, [2]), что для любого Ad-инвариантного отображения f и
любых Y,X1, . . . , Xq ∈ g справедливо равенство

f([Y,X1], X2, . . . , Xq) + f(X1, [Y,X2], . . . , Xq) + · · ·+ f(X1, X2, . . . [Y,Xq]) = 0.

Поэтому
▽βFα1...αq = f(Dα1β, Sα2

, . . . , Sαq)+

+f(Sα1
, Dα2β, . . . , Sαq) + · · ·+ f(Sα1

, Sα2
, . . . , Dαqβ).

Симметрируя последнее равенство по всем индексам, получим (13), т.к.

f(D(α1β, Sα2
, . . . , Sαq)) = f(D((α1β), Sα2

, . . . , Sαq)) = 0

в силу (16). Теорема доказана.

Замечание 2. Условие (13) показывает, что функция Fα1...αq U̇
α1 . . . U̇αq является по-

линомиальным интегралом геодезических на пространстве аффинной связности V n.

Теорема 2. Пусть система (1) допускает представление Лакса со значениями в

компактной алгебре Ли g. Тогда на пространстве аффинной связности V n

(i) существует поле положительно определенного симметрического тензора Fαβ,

удовлетворяющего условию

▽(γFαβ) = 0; (17)
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(ii) существует такая функция H, что H,α = FαµQ
µ, т.е.

Fµ[α,β]Q
µ + Fµ[αQ

µ
,β] = 0. (18)

Доказательство. Пусть система (1) допускает представление Лакса (6),(7) со зна-
чениями в компактной алгебре Ли g. Положим

Fαβ = −g0
abS

a
αS

b
β = (Sα, Sβ), (19)

где g0
ab – метрика Киллинга алгебры g. Тогда из теоремы 1 следует справедливость (17),

т.к. метрика Киллинга Ad-инвариантна. Кроме того, скалярное произведение (·, ·), за-
данное равенством (19), положительно определено, а rang||Sa

α|| > n. Поэтому ||Fαβ||
можно рассматривать как матрицу Грама линейно независимых векторов Sα и, следо-
вательно, det ||Fαβ|| > 0.

Обозначим H = −1/4(M,N), где (M,N) = −g0
abM

aN b, и найдем производную H,α,
учитывая (10), (11):

H,α =
1

4
g0

ab(M
a
,αN

b +MaN b
,α) =

1

2
g0

ab(C
a
dcB

c
αM

dN b + Cb
dcA

c
αN

dMa)

=
1

2
(CbdcB

c
αM

dN b + CadcA
c
αN

dMa).

Отсюда следует

H,α =
1

2
(CbacB

c
α + CabcA

c
α)MaN b = CabcS

c
αM

aN b = CcabS
c
αM

aN b = g0
cdS

c
αC

d
abM

aN b,

т.к. тензор Cabc кососимметричен по всем индексам.
Теперь, учитывая (9), получим H,α = −g0

cdS
c
αS

d
βQ

β = FαβQ
β. Теорема доказана.

Замечание 3. Необходимые условия, указанные в теореме 2, в ряде случаев оказыва-
ются бесполезными. Например, в случае собственно риманова пространства V n первое
условие всегда выполнено.
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ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ∗

В.Б. Васильев
Брянский государственный университет имени академика И.Г. Петровского,

241036, Брянск, ул. Бежицкая, 14

Теория краевых задач для эллиптических и параболических псевдодифференци-
альных уравнений с гладкими границами была построена в работах М.И. Вишика
и Г.И. Эскина [1-3]. Для негладких областей автором был предложен вариант такой
теории [4,5], основанный на специальной факторизации символа эллиптического псев-
додифференциального оператора. Здесь описывается простейший параболический ва-
риант этой теории, связанный с двумерным углом.

Пусть s ∈ R , γ > 0. Пространство Соболева-Слободецкого Hs,γ(R m) состоит из
обобщенных функций u, преобразование Фурье которых представляют собой локально
интегрируемые функции ũ такие, что

‖u‖2s,γ =

∫

R m

|ũ(ξ)|2
(
1 + |ξ′|+ |ξm|

2
γ

)2s

dξ < +∞, (1)

где ũ(ξ) = Fu =
∫

R m

eix·ξu(x)dx – преобразование Фурье функции u, ξ = (ξ′, ξm), ξ′ =

(ξ1, . . . , ξm−1).

Фурье-образ пространства Hs,γ ≡ Hs,γ(Rm ) обозначим H̃s,γ. Формула (1) определя-
ет норму в пространствах Hs,γ и H̃s,γ. Отметим, что H̃s,γ и значит, Hs,γ – гильбертовы
пространства со скалярным произведением

〈u, v〉s,γ =

∫

R m

ũ(ξ)ṽ(ξ)
(
1 + |ξ′|+ |ξm|

2
γ

)2s

dξ,

откуда, в частности, следует, что эти пространства полны.
Аналогично эллиптическому случаю (γ = 1) имеют место следующие (см. [1]) фак-

ты.
Предложение 1. Функции класса C∞

0 (R m) плотны в пространстве Hs,γ(R m).

(Напоминание: C∞
0 (R m) – множество бесконечно дифференцируемых функций с

компактным носителем).
Обозначим Ca

+ конус в пространстве R m вида

Ca
+ = {ξ ∈ R m : ξm > a|ξ′|, a > 0} .

Пространство Hs,γ
+ определяется как подпространство Hs,γ, состоящее из функций

u(x) с носителем Ca
+. Аналогично, Hs,γ

− является подространством в Hs,γ, состоящим из
функций с носителем в R m\Ca

+. Норма в этих пространствах индуцируется нормой (1).
При s > 0 запись u(x) ∈ Hs,γ

+ означает, что u(x) = 0 почти всюду при x ∈ R m\Ca
+. Для

произвольных, в частности, отрицательных s, запись u ∈ Hs,γ
+ означает, что u ∈ Hs,γ,

и по определению носителя обобщенной функции, (u, ϕ) = 0 для всех ϕ ∈ C∞
0 (Ca

+).

∗Работа выполнена при поддержке программы Университеты России (проект Ур. 04.01.03).
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Предложение 2. Подпространство Hs,γ
+ замкнуто в Hs,γ.

Предложение 3. Функции из классов C∞
0 (Ca

+), C∞
0 (Rm \ C+

a ) плотны в Hs,γ
+ ,

Hs,γ
− соответственно.

Под псевдодифференциальным оператором A понимается оператор, определенный
на функциях из класса Шварца S(R m) (бесконечно дифференцируемые, быстро убы-
вающие на бесконечности функции) формулой

(Au)(x) =
1

(2π)m

∫

R m

A(ξ)ũ(ξ)e−ix·ξdξ,

где заданная функция A(ξ) называется символом оператора A.
Пусть A(ξ) – локально интегрируемая функция, удовлетворяющая оценке

|A(ξ)| 6 c
(
1 + |ξ′|+ |ξm|1/γ

)α
.

Класс таких функций обозначим S0,γ
α .

Стандартными методами [1] можно получить
Предложение 4. Пусть A(ξ) ∈ S0,γ

α . Псевдодифференциальный оператор A с сим-

волом A(ξ) при всех s ∈ R удовлетворяет оценке

‖Au‖s−α,γ 6 cs‖u‖s,γ, ∀u ∈ S(R m),

и следовательно, продолжается по непрерывности как оператор, действующий из

Hs,γ(R m) в Hs−α,γ(R m).

Пусть A(ξ), ξ ∈ Rm, – символ псевдодифференциального оператора A, удовлетво-
ряющий условию

c1 6

∣∣∣∣A(ξ)
(
1 + |ξ′|+ |ξm|

1
γ

)−α
∣∣∣∣ 6 c2, (2)

где c1, c2 – положительные постоянные.
Число α ∈ R назовем порядком псевдодифференциального оператора A. Символы

A(ξ), удовлетворяющие неравенству (2), назовем параболическими символами, и класс
таких символов обозначим Cα,γ.

Определение 1. Волновой факторизацией параболического символа A(ξ) называ-

ется его представление в виде

A(ξ) = A6=(ξ)A=(ξ),

где сомножители A6=(ξ), A=(ξ) обладают следующими свойствами:

1) A6=(ξ), A=(ξ) определены почти всюду на R m кроме, может быть, точек {ξ ∈
R m : |ξ′|2 = a2ξ2

m};
2) A6=(ξ), A=(ξ) допускают аналитическое продолжение в радиальные трубчатые

области T (
∗
Ca

+), T (
∗
Ca
−) [6] над сопряженными конусами

∗
Ca

+,
∗
Ca
− соответственно, удов-

летворяющее оценкам

∣∣A±1
6= (ξ + iτ)

∣∣ 6 c1

(
1 + |ξ′|+ |ξm|

1
γ + |τ |

)±κ

,
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∣∣A±1
= (ξ + iτ)

∣∣ 6 c2

(
1 + |ξ′|+ |ξm|

1

γ + |τ |
)±(α−κ)

, ∀τ ∈
∗
C

a
±,

∗
C

a
+ = {ξ ∈ R m : aξm > |ξ′|},

∗
C

a
− ≡ −

∗
C

a
+.

Число κ ∈ R назовем индексом волновой факторизации.

Замечание. Определение 1 можно «приспособить» и для однородных символов.
Так, если C∞

α,γ, α, γ ∈ R , – такой класс параболических символов A(ξ), которые бес-
конечно дифференцируемы при ξ 6= 0 и однородны порядка α с весом γ по ξm, т.е.

A(tξ′, tγξm) = tαA(ξ′, ξm), ∀t > 0,

и в условии 2) потребовать однородности порядка κ для A6= и порядка α− κ для A=

с весом γ по ξm, то получится определение однородной волновой факторизации.
Под параболическим псевдодифференциальным уравнением в конусе понимается

уравнение вида
PAu+ = f, (3)

где решение u+ разыскивается в пространстве Hs,γ
+ , функция f задана в Ca

+, P – опе-
ратор сужения на Ca

+, A – псевдодифференциальный оператор с параболическим сим-
волом A(ξ) ∈ Cα.

Псевдодифференциальные операторы, подобные A6=, A=, обладают очень важным
свойством.

Обозначим H̃s,γ
± Фурье-образ пространства Hs,γ

± .

Предложение 5. Пусть функция B±(ξ + iτ) аналитична в T (
∗
Ca
±) и допускает

оценку

|B±(ξ + iτ)| 6 c
(
1 + |ξ′|+ |ξm|

1
γ + |τ |

)α

, τ ∈
∗
C

a
±.

Тогда оператор умножения на B±(ξ) ограничен как оператор, действующий из

пространства H̃s,γ
± в пространство H̃s−α,γ

± .

Всюду ниже полагаем m = 2. На функциях из класса Шварца S(R 2) определим
интегральный оператор G2 формулой

(G2)(ξ1, ξ2) = lim
τ→0+

∫

R 2

u(η1, η2)dη

(ξ1 − η1)2 − a2(ξ2 − η2 + iτ)2
.

Ключевую роль при исследовании разрешимости параболического уравнения (3)
играет следующее

Предложение 6. Пусть |s/γ| < 1/2. Тогда оператор G2 является ограниченным

проектором пространства H̃s,γ на подпространство H̃s,γ
+ . Любая функция f̃ ∈ H̃s,γ

может быть единственным образом представлена в виде

f̃ = f̃+ + f̃−,

где f̃± ∈ H̃s,γ
± и f̃+ = G2f̃ .

Определение 2. Под 0-волновой факторизацией параболического символа A(ξ) из

Cα относительно Ca
+ понимается волновая факторизация этого символа в смысле

определения 1.
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Ниже будут приведены два основных результата, полученных при исследовании
разрешимости параболического псевдодифференциального уравнения (3) в угле Ca

+.

Предполагается, что параболический символ A(ξ) ∈ Cα допускает 0-волновую факто-
ризацию относительно Ca

+ с индексом κ.

Обозначим Hs,γ
0 пространство обобщенных функций, которые допускают продол-

жение ℓf на все R 2, принадлежащее Hs,γ(R 2).

Норма в пространстве Hs,γ
0 (Ca

+) задается как

‖f‖+s,γ = inf
ℓ
‖ℓf‖s,γ,

где infimum берется по всем продолжениям f, принадлежащим Hs,γ(R 2).

Теорема 1. Пусть κ−s
γ

= δ, |δ| < 1/2. Тогда уравнение (3) для произвольной правой

части f ∈ Hs−α,γ
0 (Ca

+) имеет единственное решение u+ ∈ Hs,γ(Ca
+), преобразование

Фурье которого записывается в виде

ũ+ = A−1
6= G2A

−1
= ℓ̃f ,

где ℓf – произвольное продолжение f ∈ Hs−α,γ
0 (Ca

+) на Hs−α,γ(R m).

Имеет место априорная оценка:

‖u+‖ 6 c‖f‖+s−α,γ.

Имеются некоторые обобщения теоремы 1. Приведем одно их них.
Теорема 2. Пусть κ−s

γ
= n + δ, n ∈ Z , n > 0, |δ| < 1/2. Тогда уравнение (3) для

произвольной правой части f ∈ Hs−α,γ
0 (Ca

+) имеет решения u+ ∈ Hs,γ(Ca
+), преобразо-

вание Фурье которых можно записать в виде

ũ+(ξ) = A−1
6= PnG2P

−1
n A−1

= ℓ̃f+

+A−1
6=

(
n−1∑

k=0

(
c̃k(ξ1 − aξ2)(ξ1 + aξ2)

k + d̃k(ξ1 + aξ2)(ξ1 − aξ2)k
)

+

+

nδ∑

k1+k2=0

ak1k2
(ξ1 − aξ2)k1(ξ1 + aξ2)

k2

)
,

(4)

где ck, dk – произвольные функции из Hsk,γ(R +), Pn(ξ1, ξ2) – произвольный полином

переменных ξ1, ξ
1

γ

2 , удовлетворяющий оценке (2) с α = n, sk = s − κ + k + 1/2, k =

0, 1, . . . , n− 1, ak1k2
∈ C ,

nδ =

{
n− 1, δ > 0

n− 2, δ 6 0,

причем формула (4) описывает все возможные решения уравнения (3).

Имеет место априорная оценка:

‖u+‖s,γ 6 c

(
‖f‖+s−α,γ +

n−1∑

k=0

(
[ck]sk,γ + [dk]sk,γ

)
+

nδ∑

k1+k2=0

|ak!k2
|
)
,
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где [ · ]sk,γ обозначает Hsk,γ(R +)-норму.

Теорема 2, в частности, позволяет дать корректные постановки краевых задач для
уравнения (3); иными словами, она "подсказывает"выбор условий, которые надо при-
совокупить к уравнению (3), чтобы "зафиксировать"функции ck, dk.

В заключение остановимся на параболических уравнениях и краевых задачах в
цилиндрических областях с гладким основанием. Принцип "замораживания коэффи-
циентов"в точке пересечения боковой поверхности с основанием приводит к необходи-
мости изучения модельной задачи в области Em+1

+ ⊂ R m+1 = {x = (x0, x1, . . . , xm)},
определенной неравенствами x0 > 0, xm > 0. Основная схема исследования такого
модельного уравнения остается прежней, но возникает задача с параметром x′′ =
(x1, . . . , xm−1) (в двойственных переменных ξ′′ = (ξ1, . . . , ξm−1) ). Вместо оператора
G2 следует ввести оператор Gm−2 (см. [4,5]) и определить (m− 2)-волновую фактори-
зацию.
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К ВОПРОСУ ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МЕТОДА ФУРЬЕ НА
ГЕОМЕТРИЧЕСКОМ ГРАФЕ

С.А. Гинзгеймер, Ю.А. Гладышев
КГПУ им. К.Э. Циолковского, Калуга, ул. Ст. Разина, 26

В практике часто встречаются конструкции, отдельные детали которых состоят из
элементов (пластин, профилей и т.д.), которые, при моделировании процессов тепло-
передачи, можно достаточно точно считать стержнями, так как длина этих элементов
много больше поперечных размеров.

Изучая стержневые системы, целесообразно использовать терминологию теории
графов, полагая вершинами графов концы стержней, а ребрами сами стержни.

Основной задачей работы является решение нестационарной задачи теплопровод-
ности по определению температуры в любой точке системы, заданной графом, в любой
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момент времени, при задании начального распределения температуры на всех ребрах.
На некоторых вершинах, их мы назовем открытыми или внешними, задано начальное
расределение температуры или теплового потока. Все остальные вершины назовем
закрытыми или внешними и условия на них определены условиями сопряжения.

Математический аппарат, который соответствовал бы поставленной задаче, еще да-
лек от того состояния, при котором его можно было бы применить для решения кон-
кретных практических задач. Следует отметить, что появившаяся в 2005 году книга
Ю.В. Покорного [3], значительно продвинула решение задачи и внесла коррективы в
направление исследований.

Как показано ниже, задача определения поля температур на сложных графах, в
случае наличия симметрии на графе, зачастую, может быть сведена к простейшей
задаче контакта трех и более ребер в одной вершине. В случае граничных условий
задачи Дирихле, если условие нулевой температуры задано на всех открытых верши-
нах, то решение распадается на решения этой задачи для отдельных ребер, поэтому
этот случай не будет нас более интересовать. Далее хотя бы одна вершина считается
закрытой.

Первоначальный интерес представляет всесторонее изучение случая соединения
трех ребер. При моделировании процессов теплопередачи на ребрах с учетом теп-
лоотдачи во внешнюю среду с постоянной внешней температурой можно перейти от
уравнения с учетом внешней теплоотдачи к уравнению с адиабатической изоляцией
поверхности ребра [2].

Считаем, что каждый элемент конструкции – ребро длины li. В общем случае все
параметры ребер зависят от x, то есть, с точки зрения физики ребро предполагается
неоднородным, криволинейным и имеющим переменную площадь поперечного сече-
ния. Однако в целях упрощения приведенных ниже результатов, считаем все ребра
прямолинейными, а параметры c, ρ, k- постоянными. Площадь поперечного сечения
i-го ребра считаем постоянной вдоль этого ребра и равной Si. Эти условия в реальных
конструкциях, как правило, бывают выполнены.

Задано начальное распределение температуры на ребрах:

Ti(x, t)|t=0 = fi(x), i = 1, 2, ..., N (1)

Здесь N – общее количество ребер в графе. Уравнение теплопроводности определено
как:

∂Ti

∂x
− 1

a2
i

∂Ti

∂t
= 0. (2)

где a2
i = ki/ciρi .

В закрытых вершинах графа должны быть выполнены условия сопряжения. В
простейшем виде при идеальном контакте N ребер в одной вершине эти условия сво-
дятся к равенству температур и сохранению теплового потока, проходящего через за-
крытую вершину:

T1 = T2 = ... = TN ,

N∑

i=1

Ji = 0. (3)
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Рассмотрим три контактирующих в одной вершине ребра, на открытых вершинах
которых поддерживается нулевая температура, и отсутствует теплообмен с внешней
средой. Контакт считаем идеальным, т.е. без потерь тепла и разрыва температуры при
теплообмене между ребрами в точке контакта. Данные условия позволяют рассмат-
ривать эту задачу в одном измерении, считая второе и третье ребро лежащими на оси
OX (рис. 1). Поместим начало координат в точку контакта, а концы ребер положим
имеющими координаты x1, x2, x3.

Рис. 1. Схема соединения трех

ребер в одной вершине.

Для трех ребер имеем следующие уравнения:

∂2Ti (x, t)

∂x2
=

1

a2
i

∂Ti (x, t)

∂x
, i = 1, 2, 3, (4)

и граничные условия

T1|x=x1
= 0, T2|x=x2

= 0, T3|x=x3
= 0 (5)

Условия сопряжения заключаются в равенстве температур в точке контакта при
любом t, и в равенстве нулю суммарного тока, проходящего через точку контакта, т.к.
здесь теплообмен идет без потерь тепла:

T1 (0, t) = T2 (0, t) = T3 (0, t) , (6)

S1k1
∂T1 (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= S2k2
∂T2 (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ S3k3
∂T3 (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

. (7)

Будем рассматривать случай, когда ребра выполнены из одного материала, т.е. a1 =

a2 = a3 = a и k1 = k2 = k3 = k. Таким образом имеем задачу Дирихле, определенную на
графе. Решение задачи ищем по методу Фурье в виде разложения в ряд для каждого
ребра, обращая внимание на тот факт, что коэффициенты разложения Фурье Cn и
собственные значения λn – общие для всех ребер:

Ti =
∞∑

n=1

Cnuni (x) e
−λ2a2t, i = 1, 2, 3. (8)

Получим решения в виде:

Ti =

∞∑

n=1

Cn
sin λn (xi − x)

sinλnxi
e−λna2t, i = 1, 2, 3, (9)

где Cn – коэффициенты Фурье, x1 = −l1, x2 = l2, x3 = l3, λn – собственные значе-
ния, которые можно получить из уравнения

ctg λnl1 = ctg λnl2 + ctg λnl2, (10)

которое, в свою очередь, получается при подстановке координатной части решения (9)
в условия сопряжения (6)–(7).

С помощью тождества Грина можно показать ортогональность полученной систе-
мы решений и получить нормировочные множители для гармоник разложения Фурье.
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Более подробно результаты этой работы, а также результаты использование форма-
лизма Бельтрами-Берса для решения данной задачи в случае неднородных стержней,
изложены в [1] и [2].

Заменим граничные условия в открытых вершинах на условия адиабатической изо-
ляции, т.е. положим тепловой поток в этих точках равным нулю.

dTi

dx

∣∣∣∣
x=xi

= 0, i = 1, 2, 3. (11)

Начальное распределение температур на ребрах задано в виде (1). Требуется найти
распределение температуры на всех ребрах графа в любой момент времени. Здесь
мы имеем задачу Неймана, определенную на графе. Решение будем искать в виде
(8). Решения уравнения (4), удовлетворяющие граничным условиям (11) на открытых
вершинах графа, можно записать в виде:

un,1 = T0
cosλn (x+ l1)

cosλnl1
, un,2 = T0

cosλn (x− l2)
cosλnl2

, un,3 = T0
cosλn (x− l3)

cosλnl3
, (12)

где T0 – температура в точке контакта. Предполагаем T0 6= 0, т.к. случай T0 = 0 требует
специального исследования.

Уравнение для определения собственных значений λn получим в виде:

S1 tg λnl1 = S2 tg λnl2 + S3 tg λnl3. (13)

В приложениях большое значение имеет случай, когда l2 = l3 = l1/2 = l/2 и S1 =

S2 = S3 = S. В этом случае уравнение для нахождения собственных значений задачи
упрощается:

tg λnl = −2 tg
λnl

2
(14)

Положительные корни этого уравнения будут определять три серии:

λ =
2πn

l
, n = 1, 2, ...;λ =

2 arctg
(√

2
)

l
+

2πn

l
, n = 0, 1, 2, ...;

λ = −2 arctg
(√

2
)

l
+

2πn

l
, n = 1, 2, ... . (15)

Рассмотрим пространственный граф в виде тетраэдра с ребром длиной l (рис. 2).
Распределение температуры на ребрах описывается уравнениями

∂Ti

∂x
− 1

a2

∂Ti

∂t
= 0, i = 1, 2, ..., 6. (16)

где a2 = k/cρ, решения которых будем искать в виде Ti (x, t) =
∞∑

n=0

Cnun,ie
−λ2a2t,

i = 1, 2, 3, где un,i – функция, определенная на i-м ребре, константа Cn – общая для
всех ребер графа.
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Рис. 2. Пространственный граф в виде

тетраэдра.

Предположим, что тетраэдр полностью
теплоизолирован. Дано начальное рас-
пределение температуры на всех ребрах
T |li = fi (x).
На вершины тетраэдра не накладывается
никаких специальных условий, но счита-
ется, что внешнее тепло в вершины не по-
ступает. Таким образом, это – краевая за-
дача Неймана. Требуется выяснить харак-
тер процесса установления общей темпера-
туры на ребрах графа. Главная проблема
– это найти гармоники un,i, составляющие
разложение Фурье на ребрах.

Начнем рассмотрение процесса теплопередачи в тетраэдре с некоторой вершины А
(рис. 2). Очевидно, что температура вершин определена самой задачей. Можно пред-
ложить случай, когда в этой вершине поток тепла равен нулю. Далее имеем симметрию
по всем трем ребрам, сходящимся в вершине А. Очевидно, что на серединах ребер BC,
CD, DB расположены точки нулевого потока и температуры в них одинаковы. По этой
причине тетраэдр, как теплопроводящая конструкция эквивалентен следующей схеме:

Рис. 3. Схема теплопроводности тетраэдра.

Это три параллельно включенных графа,
состоящих из трех ребер, контактирующих
в одной вершине при l2 = l3 = l1/2 = l/2,
где собственные значения задачи можно
получить по формулам (15).

Аналогичным образом, учитывая симметрию, можно рассмотреть случай кубичес-
кой структуры.

В связи с прикладной важностью системы трех контактирующих ребер, был прове-
ден ряд вычислительных экспериментов. Были получены кривые зависимости первых
собственных значений задачи и зависимости времени остывания системы от длин ре-
бер при различных граничных условиях.
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О ВОЗМОЖНОСТИ ОБОБЩЕНИЯ МЕТОДОВ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО НА ФУНКЦИИ

ПОЛИКОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО

Ю.А. Гладышев
КГПУ им. К.Э. Циолковского, Калуга, ул. Ст. Разина, 26

В работе сделана попытка показать возможные пути обобщения методов теории
функций комплексного переменного в направлении повышения порядка основных урав-
нений при сохранении двух независимых переменных и в направлении повышения раз-
мерности пространства независимых переменных. В качестве алгебраической основы
использован особый класс ассоциативнo-коммутативных алгебр (далее АС-алгебр), ко-
торый содержит алгебру поличисел [1]. Получены системы дифференциальных урав-
нений, обобщающие систему Коши-Римана, решения которых есть функции на вве-
денной алгебре.

Существует большое число работ (см. [2]), где методы теории функций обобщаются
на кватернионные переменные в трех- или четырехмерном пространстве. Обобщения
для функций поличисел, в форме приведенной ниже, автору неизвестны.

Специальный тип АС-алгебр над полем действительных чисел, который будет ис-
пользоваться ниже, введен как как алгебры с единицей e0 = 1, обладающие специ-
альным базисом e0 = j0 = 1, e1 = j, e2 = j2, . . . , er = jr, где j – некоторый элемент
алгебры. Кроме того, мы рассматриваем только конечномерные алгебры, наложив ес-
тественное условие

jr + a1j
r−1 + · · ·+ ar = 0. (1)

Здесь ai – действительные числа, а 1, j, . . . , jr−1 – линейно независимы. Из ассоциа-
тивности умножения вытекает обычное правило умножения степеней j: jnjm = jn+m.
При этом более высокие чем jr−1 степени можно выразить как линейные комбинации
1, j, . . . , jr−1, из уравнения (1). В обозначениях ei можно записать таблицу умноже-
ния Кэли, найдя соответствующие структурные постоянные. Введенные базисные эле-
менты допускают матричную реализацию с помощью так называемой «циклической
клетки» [3] вида

j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 −ar

1 0 . . . 0 −ar−1

. . . . . . 0 . . . . . .

0 0 . . . 1 −a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2)

Если положить r = 2, a1 = 0, a2 = 1, то приходим к комплексным числам. Если a1 =

a2 = 0, a3 6= 0, то имеем три-числа, при r = 4 – четыре-числа [4]. Поэтому ниже будем
называть элементы такой алгебры поликомплексными числами.

Общий вид поликомплексного числа U размерности r запишем в виде

U = u0 + u1j + · · ·+ ur−1j
r−1, (3)

где ui – действительные числа.
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Умножение поликомплексных чисел, по определению ассоциативно, коммутативно
и состоит в замене всех единиц jk степени, более высокой, чем r из (1). Простейший
пример r = 2 имеет вид:

UV = (u0 + ju1) (v0 + jv1) = (u0v0 − a2u1u2) + j(u1v0 + u0v1 − a1u1v1) (4)

Если положить a2 = 1, a1 = 0, то получим закон умножения комплексных чисел.
Поскольку ниже будем использовать алгебру размерности r = 3, приведем вид

операции умножеия двух поликомплексных чисел U, V :

W = UV = (u0 + ju1 + j2u2)(v0 + jv1 + j2v2) ≡ (w0 + jw1 + j2w2)

= (u0v0 − a3u2v1 − a3v2u1 + a3a1u2v2)

+ j(u1v0 + u0v1 − a2u2v1 − a2u1v2 + (a2
1 − a2)u2v2)

+ j2(u1v0 + u0v1 − a1u2v2 − a1u1v2 + (a2
1 − a2)u2v2).

(5)

Для r = 4 произведение находится аналогично, но выглядит значительно сложнее.
Для определения операции деления важнейшим является вопрос о наличии дели-

телей нуля. Для решения этого вопроса воспользуемся понятием сопряжения. Пред-
положим наличие сопряженных элементов

j = j1, j2, j3, . . . , jr, (6)

подчиненных обычным соотношениям для корней уравнения. Вопрос о существовании
сопряженных элементов изучался в ряде работ [4], [5]. В [4] показано, что их наличие
ведет к соотношению (1). Будем использовать это понятие, хотя основные результаты
можно получить и другим способом.

Определение 1. Поликомплексные числа u0 + jiu1 + · · · + jr−1
i ur−1, i = 1, . . . , r

называются сопряженными, если их произведение есть действитеьное число N :

r∏

i=1

(u0 + jiu1 + · · ·+ jr−1
i ur−1) = N.

Ввиду громоздкости формул для N , приведем простейшую для r = 3

N =

3∏

i=1

(u0 + jiu1 + j2
i u2) = u3

0 − a3u
3
1 + a2

3u
3
2 + a2u0u

2
1 + (a2

2 − 2a1a3)u0u
2
2+

+ (3a3 − a1a2)u0u1u2 − a1u
2
0u1 + (a2

1 − 2a3)u
2
0u2 − a2a3u1u

2
2 + a1a3u

2
1u2,

(7)

где N – вещественное число в силу действительности ai, ui.
Пусть при r = 3 уравнение (1) имеет различные корни ξ1, ξ2, ξ3 в поле комплексных

чисел, тогда формулу (7) можно записать в виде

N =

3∏

i=1

(u0 + ξiu1 + ξ2
i u2). (8)

Будем использовать далее поликомплексные переменные вида

w = x+ jy (9)
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на плоскости и
w = x+ jy + j2z (10)

в трехмерном евклидовом пространстве. Размерность пространства независимых пе-
ременных обозначим буквой n.

Изучение делителй нуля начнем со случая n = 2. Если все корни действительны,
то имеем:

x+ ξiy = 0, i = 1, 2, . . . , r − 1 (11)

Это прямые, проходящие через начало координат и поличисла, лежащие на этих пря-
мых, являются делителями нуля. Комплексные корни могут дать в качестве делителей
нуля только одну точку – начало координат.

Результат рассмотрения выражает следующая

Теорема 1. Если число независимых переменных два, то деление на w = x + jy

возможно при всех x, y 6= 0, если размерность алгебры со степенным базисом четна

и все корни уравнения

ξr + a1ξ
r−1 + · · ·+ ar = 0 (12)

комплексны.

При установлении системы уравнений, определяющих класс функций поликом-
плексного переменного, можно исходить из различных позиций. Первая состоит в поис-
ке условий существования производной по поликомплексному переменному не завися-
щей от направления. В случае двух переменных, когда поликомплексные переменные
имеют вид w = x+ jy, легко устанавливается следующая

Теорема 2. Пусть w = x + jy – поликомплексная переменная, где j есть эле-

мент АС-алгебры размерности r = 2q со степенным базисом; все корни ξi уравнения

(12) комплексные; компоненты функции U непрерывно дифференцируемы по x, y и

функция U удовлетворяет системе уравнений

(
− ∂

∂x
j +

∂

∂y

)
U = 0. (13)

Тогда существует производная функции U , не зависящая от направления.

Доказательство следует из следующих соотношений:

u′w = lim
∆w→0

∆u

∆x+ j∆y

при стремлении ∆w к нулю по оси x ∆y = 0 имеем u′w = ∂u/∂x, а при стремлении по
оси y (∆x = 0):

u′w = lim
∆y→0

∆u

j∆y
=

1

j

∂u

∂y
.

Для равенства необходимо ∂u/∂x = (1/j)∂u/∂y. Поскольку j не является делителем
нуля, то умножив это равенство на j, имеем

−j ∂u
∂x

+
∂u

∂y
= 0. (14)
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Очевидно, что решение этого уравнения может быть дано как

u = u(x+ jy). (15)

Можно обычным образом определить криволинейный интеграл по поликомплекс-
ному переменному

U(w) =

w∫

w0

u(w′) dw′, (16)

который не зависит от пути интегрирования благодаря (14). Можно проверить, что
U(w) удовлетворяет уравнению (14) как и u(w). Введение операции интегрирования
позволяет обощить многие интегральные конструкции (интеграл типа Коши и т.д.),
которые столь эффективны в теории функций.

Введение решения в виде ряда по степеням p-комплексного переменного позволяет
построить решение первой краевой задачи.

Построение отрицательных степеней не встречает препятствий, ибо введено поня-
тие сопряжения и следовательно имеем:

w−1 =
1

x+ j1y
=

(x+ j2y) . . . (x+ jry)

(x+ j1y)(x+ j2y) . . . (x+ jry)
=

1

N
(x+ j2y) . . . (x+ jry), (17)

причем всегда можно преобразовать выражение, стоящее в числителе, к виду, содер-
жащенму только единицу j.

Если применить оператор
r∏

i=2

(
−ji ∂

∂x
+ ∂

∂y

)
к (14), то получаем уравнение порядка

r:

ar
∂rU

∂xr
+ ar−1

∂r−1U

∂xr−1∂y
+ · · ·+ ∂rU

∂yr
= 0,

для каждой из компонент. В этом можно убедиться проводя последовательное исклю-
чение компонент в системе (14). Для случая r = 4, 6 уравнение совпадает с уравнением
для упругих деформаций анизотропных стержней и пластин [6]. Попытки использо-
вать методы теории функций для решения этих уравнений другим способом приведены
в [6], [7].

В случае трех измерений для наличия делителей нуля необходимо чтобы было
выполнено по крайней мере одно из соотношений

x+ ξiy + ξ2
i = 0, i = 1, 2, 3, (18)

имеем три плоскости, если все корни действительные.
Если два корня комплексно сопряженные, то получаем прямую и плоскость. При

r = 4, если два корня комплексные, имеем прямую

x+ (a+ ib) y +
((
a2 − b2

)
+ i2ab

)
z = 0 (19)

и две плоскости. Если все корни комплексные, получаем две прямые.
Подводя итог имеем, что при переходе к трем переменным в любом случае есть

делители нуля.
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Требование независимости производной от направления стремления в случае трех и
более независимых переменных n > 2, приводит к системе, содержащей большое число
уравнений и не определяет интересного класса функций. Эта ситуация аналогична
положению с функциями кватернионного переменного [2].

Другой путь, в полной аналогии со случаем кватернионных функций, состоит во
введении поликомплексного оператора вида

D =
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ j2 ∂

∂z
(20)

Поэтому условие для поликомплексной функции запишем как

Df = 0. (21)

Легко видеть, что один класс решений системы дан в виде

f = f(2z − yj − zj2),

где f(t) - любая непрерывно дифференцируемая функция t. Проведено исследование
ряда конкретных функций типа степенной и экспоненциальной.

Другой метод, который предлагается автором, состоит во введении сопряженных
поликомплексных переменных. Рассмотрим его на примере поликомплексных чисел
размерности 3.

В соответствии с определением 1 назовем переменные wi = x+ jiy + j2
i z, i = 1, 2, 3

сопряженными поликомплексными переменными. Соответствующие операторы диф-
ференцирования по сопряженным поликомплексным переменным имеют следующую
форму:

∂

∂wi
=

1

3

(
∂

∂x
+ ji

∂

∂z
+ j2

i

∂

∂y

)

Для простоты взят случай a1 = a2 = 0, a3 = 1, что соответствует случаю три-чисел.
Тогда основная система уравнений, являющаяся аналогом системы Коши-Римана, за-
пишется в виде:

∂f

∂w1
= 0.

Обратим внимание, что оно практически совпадает с ранее указанным уравнением
(21). Формально, решение дано функциями вида f = f(w2, w3), однако на последнем
этапе решение должно быть выражено только через единицу j1.
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ РЕГУЛЯРНЫХ ГОЛОМОРФНЫХ
РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА

ОПЕРАТОРНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

Р.З. Гумбаталиев
ИMM НAН Азербайджана

В работе доказана теорема типа Фрагмена-Линделефа для регулярных голоморф-
ных решений одного класса операторно-дифференциальных уравнений 4-го порядка.

В сепарабельном гильбертовом пространстве H рассмотрим операторно-дифферен-
циальное уравнение

(
− d2

dt2
+ A2

)2

u (τ) +

4∑

j=0

Au−ju
(j) (τ) = 0, τ ∈ Sπ/4, (1)

где Sπ/4 есть угловой сектор

Sπ/4 = {τ | |arg τ | < π/4}, (2)

a u (τ) – векторозначная голоморфная функция, определенная в Sπ/4 со значениями
из H ; оператор A – положительно-определенный самосопряженный, а Aj, j = 0, 4

– линейные операторы в H , все производные понимаются в смысле теории функций
комплексного переменного, Aj ·A−j

(
j = 0, 4

)
ограничены в H . Обозначим через H2,π/4

пространство вектор-функций f (τ) со значениями вH , которые голоморфны в секторе
Sπ/4, причем

sup
ϕ: |ϕ|<π/4

∞∫

0

∥∥f
(
teiϕ
)∥∥2

H
dt <∞.

Если f (τ) ∈ H2,π/4, то существуют граничные значения в смысле L2 (R+ : H), т.е.
существуют

fπ/4 (t) = f
(
tei π

4

)
∈ L2 (R+ : H) , f−π/4 (t) = f

(
te−i π

4

)
∈ L2 (R+ : H) ,

такие, что

lim
ϕ→π/4

∥∥fϕ (t)− fπ
4

(t)
∥∥

L2(R+:H)
= 0, lim

ϕ→−π
4

∥∥fϕ (t)− f−π
4

(t)
∥∥

L2(R+:H)
= 0,

31



причем f (τ) можно представить в виде

f (τ) =
1

2πi

∞∫

0

f−π/4 (t)

te−i π
4 − τ · e

−i π
4 dt− 1

2πi

∞∫

0

fπ/4 (t)

tei π
4 − τ · e

i π
4 dt.

Класс H2,π/4 со скалярным произведением

(f (τ) , g (τ))π
4

=
1

2

( ∞∫

0

(
fπ/4 (t) , gπ/4 (t)

)
dt+

∞∫

0

(
f−π

4
(t) , g−π

4
(t)
)
dt

)

становится гильбертовым пространством, причем очевидно, что норма задается сле-
дующим образом [1]:

‖f‖H2,π/4
=

1√
2

(∥∥fπ/4 (t)
∥∥2

L2(R+:H)
+
∥∥f−π/4 (t)

∥∥2

L2(R+:H)

)1/2

.

Введем пространство W 4
2,π/4 как класс вектор-функций u (τ) со значениями в H , кото-

рые голоморфны в секторе Sπ/4 и для которых

sup
ϕ:|ϕ|<π/4

∞∫

0

( ∥∥∥∥
∂4

∂t4
u
(
teiϕ
)∥∥∥∥

2

H

+
∥∥A4u

(
teiϕ
)∥∥2

H

)
dt <∞.

Отметим, что граничные значения uπ/4 (t) и u−π/4 (t) ∈ W 4
2 (R+ : H), если в линейном

множестве определить скалярное произведение следующим образом:

(u, υ)W 4
2,π/4

=
(∥∥u(4)

∥∥2

H2,π/4
+
∥∥A4u

∥∥2

H2,π/4

)1/2

.

Отметим, что для u (t) ∈W 4
2,π/4 имеет место следующее соотношение:

∥∥A4−ju(j) (τ)
∥∥

H2,π/4
6 Mj‖u‖W 4

2,π/4

(
j = 1, 3

)

и существуют пределы

lim
τ→0

|arqτ |< π
4

A4−j−1/2u(j) (τ)
(
j = 0, 3

)

причем ∥∥A4−j−1/2u(j) (0)
∥∥ 6 qj‖u‖W 4

2,π/4

(теоремы о промежуточных производных и теоремы о следах).
Определение. Если вектор-функция u (τ) ∈W 4

2,π/4 удовлетворяет уравнению (1)

в Sπ/4 тождественно, то его будем называть регулярным голоморфным решением

уравнения (1).

Обозначим через u(η)
2,π/4 (η > 0) подмножество регулярных решений уравнения (1),

для которых eητu (τ) ∈ H2,π/4. Очевидно, что при η = 0, U
(0)
2,π/4 есть множество регу-

лярных голоморфных решений.
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Лемма 1. Множество U
(0)
2,π/4 является замкнутым подпространством прост-

ранства W 4
2,π/4.

Доказательство. Очевидно, что если u и υ ∈ U (0)
2,π/4, то αu+βυ ∈ U (0)

2,π/4 при любом α

и β. Пусть последовательность un (τ) ∈ U (0)
2,π/4, т.е. p (d/dτ) un (τ) = 0 и un (τ) сходится

по норме W 4
2,π/4 к некоторой вектор-функции u (τ) ∈W 4

2,π/4. Покажем, что u (τ) ∈ u(0)
2,π/4

т.е. u (τ) ∈W 4
2,π/4 и p (d/dτ)u (τ) = 0 при τ ∈ Sπ/4. Так как,

‖un (τ)− u (τ)‖2W 4
2,π/4

=
∥∥u(4)

n (τ)− u(4)(τ)
∥∥2

π/4
+
∥∥A4un (τ)− A4u (τ)

∥∥2

π/4
→ 0,

то очевидно, что при n→∞
u(4)

n (τ)→ u(4)(τ),

в пространстве H2,π/4. С другой стороны, из теоремы о промежуточных производных
вытекает, что

0 6
∥∥A4−ju(j)

n (τ)− A4−ju(j)(τ)
∥∥

π/4
6 const‖un (τ)− u (τ)‖W 4

2,π/4

→ 0.

Следовательно, последовательность

A4−ju(j)
n (τ)→ A4−ju(j)(τ), j = 0, 4

в пространстве H2,π/4. Покажем, что при любом компакте Q ⊂ Sπ/4 последователь-

ность A4−ju
(j)
n (τ) сходится к предельной функции A4−ju(j)(τ) равномерно

(
j = 0, 4

)
.

Так как A4−ju
(j)
n (τ) и A4−ju(j)(τ) принадлежат пространству H2,π/4, то их граничные

значения u±j,n (t) и u (τ) = 0 принадлежат пространству L2 (R+ : H). Тогда их можно
восстановить с помощью граничных значений

A4−ju(j)
n =

1

2πi

∞∫

0

u−j,n (ξ) e−i π
4

ξe−i π
4 − τ dξ − 1

2πi

∞∫

0

u+
j,n (ξ) ei π

4

ξei π
4 − τ dξ, (3)

и

A4−ju(j) =
1

2πi

∞∫

0

u−j (ξ) e−i π
4

ξe−i π
4 − τ dξ −

1

2πi

∞∫

0

u+
j,n (ξ) ei π

4

ξei π
4 − τ dξ. (4)

Так как ∥∥u±j,n (ξ)− u±j (ξ)
∥∥

L2(R+:H)
6 const

∥∥A4−ju(j)
n − A4−ju(j)

∥∥
π/4
, (5)

то граничные значения вектор-функции A4−ju
(j)
n , т.е. u±j,n (ξ) сходятся к u±j (ξ)-гранич-

ным значениям A4−ju
(j)
n в L2 (R+ : H). Используя (3) и (4), получаем

sup
τ∈Q

∥∥A4−ju(j)
n − A4−ju(j)

∥∥
H

6
1

2π







sup
τ∈Q

∞∫

0

1

|ξe−iπ/4 − τ |dξ




1/2

×

×
∥∥u−j,n − u−j

∥∥
L2

+



sup
τ∈Q

∞∫

0

1

|ξeiπ/4 − τ |dξ




1/2

∥∥u+
j,n (ξ)− u+

j (ξ)
∥∥

L2



 . (6)
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Так как Q – компактное подмножество из углового сектора Sπ/4, то при τ ∈ Q и ξ =

re±i3π/4 имеет место оценка inf
τ∈Q

∣∣ξe±i3π/4 − τ
∣∣ > δ (|ξ|+ 1)2 , δ > 0. Тогда из неравенства

(6) следует, что

sup
τ∈Q

∥∥A4−ju(j)
n −A4−ju(j)

∥∥
H

6 const
(∥∥u−j,n (ξ)− u−j (ξ)

∥∥
L2(R+:H)

)
+

+
∥∥u+

j,n (ξ)− u+
j (ξ)

∥∥
L2(R+:H)

.

Следовательно, при n → ∞ получаем, что на любом компакте Q последовательность
A4−ju

(j)
n сходится вектор-функции A4−ju(j) равномерно

(
j = 0, 4

)
. Так как un (τ) ∈

U
(0)
2,π/4 и p (d/dτ)un (τ) = 0, то

sup
τ∈Q
‖p (d/dτ) u (τ)‖ = sup

τ∈Q
‖p (d/dτ) u (τ)− p (d/dτ) un (τ)‖H 6

6 sup
τ∈Q

∥∥u(4)
n − u(4)

∥∥+ sup
τ∈Q

∥∥A4un − A4u
∥∥

H
+ 2sup

τ∈Q

∥∥A2u(2)
n − A2u(2)

∥∥+

+
4∑

j=0

‖Bj‖sup
τ∈Q

∥∥A4−ju(j)
n −A4−ju(j)

∥∥
H
,

где Bj = Aj · A−j,
(
j = 0, 4

)

Так как правая часть последнего неравенства стремится к нулю при n → ∞, то
p (d/dτ)u (τ) = 0 при τ ∈ Q ⊂ Sπ/4.

Таким образом, u (τ) = U
(0)
2,π/4. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть A – самосопряженный оператор с вполне непрерывным обрат-

ным A−1 и A−1 ∈ σp (0 < p <∞), операторы Bj = Aj ·A−j j = 0, 4 вполне непрерывны.

Тогда преобразование Лапласа регулярного голоморфного решения u(τ) уравнения (1)

удовлетворяет оценке

‖û (λ)‖H 6 const
1

1 + |λ| , λ ∈ S3π/4 = {λ : |arqλ| < 3π/4}.

Теперь докажем принцип Фрагмена-Линделефа.

Теорема. Пусть A – самосопряженный обратимый оператор, Bj = Aj · A−j,

j = 1, 4 ограничены в H, оператор (E +B4) обратим, и на лучах Γ =
{
τ : τ = re±i3π/4

}

существует p−1(λ), причем имеет место оценка
∥∥A4p−1 (λ)

∥∥+
∥∥λ4p−1 (λ)

∥∥ 6 const, (7)

а также выполняется одно из следующих условий:

1) A−1 ∈ σp (0 6 p 6 2) ;

2) A−1 ∈ σp (0 6 p <∞) , Bj = Aj · A−j вполне непрерывны в H.

Тогда, если u (τ) ∈ U (η)
2,π/4 при всех η > 0, то u (τ) = 0.

Доказательство. Если u (τ) ∈ U (0)
2,π/4, то его преобразование Лапласа û (λ) допускает

голоморфное предложение в области S 3π
4

= {λ/|arq| < 3π/4}. Так как выполняется

неравенство (7), то u (τ) ∈ U (0)
2,π/4 можно представить в виде

u (τ) =
1

2πi

∫

3π
4

û (λ) eλτdλ− 1

2πi

∫

− 3π
4

û (λ) eλτdλ.
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Из условия u (τ) ∈ U
(η)
2,π/4 при любом η > 0, то û (λ) голоморфно продолжается в

область
Sη = {λ : |arqλ+ η| < 3π/4}.

Так как η > 0 любое неотрицательное число, то û (λ) целая функция. Очевидно, что

p (λ) = (E +B4) (E + L (λ))A4,

где L (λ) = λ4 (E +B4)
−1A−4 − 2λ2 (E +B4)

−1A−2 +
3∑

j=1

λj (E +B4)
−1B4−j · A−j.

Так как, (E +B4)
−1
A−4 ∈ σp/4, (E +B4)

−1A−2 + (E +B4)
−1B2A

−2 ∈ τp/2,
(E +B4)B1 ∈ τp, (E +B4)B3 ∈ τp/3, то по лемме Келдыша [3] p−1 (λ) представля-
ется в виде отношения двух целых функций порядка не выше p и минимального типа
при порядке p. Из вида û (λ), очевидно, что û (λ) также имеет порядок p и минималь-
ный тип при порядке p. При выполнении условия 1) на лучах Γ± 3π

4
имеет оценка (7)

и угол между соседними лучами равен π/2. Поэтому при 0 < p 6 2 к û (λ) можно
применить теорему Фрагмена-Линделефа ‖û (λ)‖ 6 const (1 + |λ|)−1, то это верно и
при λ ∈ C, таким образом, û (λ) = 0, т.е. u (τ) = 0. При выполнении условия 2) снова
можно последовательно применять теорему Келдыша и теорему Фрагмена-Линделефа
и с этим доказательство завершается. Теорема доказана.
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АНАЛОГ ФОРМУЛЫ ЭЙЛЕРА ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ
СИНУСА И КОСИНУСА

А.З. Гутов
НИИ ПМА КБНЦ РАН, Нальчик

В работе [1] было исследовано дробное осцилляционное уравнение

D2−α
0t U ′′(τ) + ωαU(t) = 0, ω = const, (1)

где Dα
0t- оператор дробного интегро-дифференцирования порядка |α| с началом в точке

t=0

Dα
0tφ(τ) =






1

Γ(−α)

t∫

0

φ (τ) dτ

(t− τ)α+1
, α < 0

φ(τ), α = 0

d[α]+1

dt[α]+1
D

α−[α]−1
0t φ(τ), α > 0.
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В работе было показано, что единственное решение U (t) ≡ U (α, β, γ; t) задачи
Коши U(α, β, γ, 0) = β, U ′(α, β, γ, 0) = γ для уравнения (1) записывается в терминах
обобщенных синуса и косинуса, которые впервые встречаются в этой работе.

Обобщенным синусом и обобщенным косинусом называются функции, определяе-
мые степенными рядами соответственно:

sinα (t) =

∞∑

k=0

(−1)k tαk+1

Γ (αk + 2)
, cosα (t) =

∞∑

k=0

(−1)k tαk

Γ (αk + 1)
, α > 0, t ∈ C.

Имеют место соотношения:

sinα (t) = tE 1
α

(−tα, 2) , cosα (t) = E 1
α

(−tα, 1) , (2)

где E 1
α

(t, µ) =
∑∞

k=0 t
k/Γ (αk + µ) – функция типа Миттаг-Леффлера и совпадает с

функцией Миттаг-Леффлера Eα [t] при µ = 1 [2].
При α = 2 уравнение (1) переходит в классическое уравнение осциллятора U ′′ (t) +

λU (t) = 0, а функции sinα (t) и cosα (t) в обычные тригонометрические функции sin (t)

и cos (t) соответственно.
Цель настоящей статьи - обобщить для sinα (t) и cosα (t) известную формулу Эйлера

cos t+ i sin t = eit.
Запишем разложение функции Миттаг-Леффлера по четным и нечетным степеням:

E 2
α

(t, 1) = E 1
α

(
t2, 1

)
+ tE 1

α

(
t2, α/2 + 1

)
. (3)

Подставив t = izα/2 в (3), получим, что

E 2
α

(
izα/2, 1

)
= E 1

α
(−zα, 1) + izα/2E 1

α
(−zα, α/2 + 1) . (4)

С помощью соотношения Dα
0z x

ν = zν−αΓ (ν + 1)/Γ (ν + 1− α), найдем

D
1−α/2
0z tE 1

α
(−tα, 2) = D

1−α/2
0z

∞∑

k=0

(−1)k tαk+1

Γ (αk + 2)
=

=

∞∑

k=0

(−1)k D
1−α/2
0z tαk+1

Γ (αk + 2)
=

∞∑

k=0

(−1)k zαk+α/2Γ (αk + 2)

Γ (αk + 2)Γ (αk + 2− 1 + α/2)
=

=

∞∑

k=0

(−1)k zαk+α/2

Γ (αk + α/2 + 1)
= zα/2E 1

α
(zα, α/2 + 1).

С учетом этого формула (4) перепишется в виде

E 2
α

(
izα/2, 1

)
= E 1

α
(−zα, 1) + iD

1−α/2
0z tE 1

α
(−tα, 2) .

Учитывая (2), это выражение можно переписать следующим образом

cosα z + iD
1−α/2
0z sinα t = E 2

α

[
izα/2

]
. (5)

Таким образом, получен аналог формулы Эйлера для обобщенных синуса и коси-
нуса (5), переходящий в формулу Эйлера при α = 2.
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БИФУРКАЦИИ РАВНОВЕСНЫХ КОНФИГУРАЦИЙ УПРУГОЙ
ПЛАСТИНЫ

О.Ю. Данилова, А.Н. Копылов
Воронежский институт МВД России, 394065, Воронеж, пр. Патриотов 53

Введение. В настоящей работе описано закритическое поведение продольно сжа-
той и шарнирно закрепленной на крае прямоугольной пластины с интегральным огра-
ничением на конфигурацию пластины в виде неравенства. Равновесные конфигурации
пластины описываются уравнениями Кармана [1]. В статье рассмотрен случай двух-
модового вырождения, ранее исследованный в работах [2, 3].

В статье применяется метод, основанный на функционально – аналитическом под-
ходе [4], в соответствии с которым равновесия пластины отвечают точкам локального
минимума функционала полной энергии пластины на некотором пространстве функ-
ций E.

Наличие интегрального ограничения в этой схеме приводит к необходимости ис-
следования функционала в окрестности краевой вырожденной критической точки [5]
(то есть критической точки, лежащей на крае области {

∫∫
Ωa
ωw dxdy > 0}).

Исследование такой задачи посредством одной из схем конечномерной редукции
(схемы Ляпунова – Шмидта [6]) сводится к анализу поведения (ключевой) функции
двух переменных, представляющей собой возмущение функции с особенностью дву-
мерной сборки, четной по каждой переменной.

Бифуркации равновесий упругой пластины без ограничения. Равновесное
состояние упругой прямоугольной пластины, продольно сжатой и шарнирно закреп-
ленной на крае, описывается уравнениями Кармана (промасштабированными) [1]:

∆2w − [w, ϕ] + λwxx = ∆2ϕ+
1

2
[w,w] = 0 (1)

при краевых условиях
{∆w = w = ∆ϕ = ϕ = 0}

∂Ωa

. (2)

Здесь ∆ – гармонический оператор Лапласа , [w, ϕ] = wxxϕyy + wyyϕxx − 2wxyϕxy,
w – функция прогиба пластины, ϕ – функция напряжения пластины, λ – параметр
нагрузки,Ωa = [0, a]× [0, 1] – область определения функций w и ϕ, интерпретируемая
как геометрическая форма ненагруженной пластины.

Если исключить из уравнения ϕ, то получим краевую задачу для редуцированного
уравнения Кармана

∆2w +
1

2

[
w,∆−2[w,w]

]
+ λwxx = 0, (3)
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{∆w = w = 0}
∂Ωa

. (4)

Через ∆−1 в уравнении (3) обозначается оператор Грина ψ → ϕ, где ϕ – решение
уравнения Пуассона ∆ϕ = ψ, ϕ

∂Ωa

= 0.

Уравнение (3) является уравнением Эйлера – Лагранжа экстремалей функционала
V

V (w, λ) =
1

2

(
| ∆w |2 −λ | wx |2

)
+

1

8
| ∆−1[w,w] |2 . (5)

Здесь | w |=
√
〈w,w〉, где 〈 ·, · 〉 – скалярное произведение в L2(Ωa), то есть

| w |2:=
∫∫

Ωa

w(x, y)2dxdy.

Обозначим через E банахово пространство {w ∈ H4; ∆2w ∈ F} с нормой ‖w‖E :=

‖∆2w‖C0+α(Ωa), где H4 – пространство соболевских функций w класса W 4
2 , удовлетво-

ряющих условиям {w = ∆w = 0}
∂Ωa

. Тогда левая часть уравнения (3) задает гладкое

фредгольмово отображение из E в F . Обозначим его f(w, λ).
Функционал (5) инвариантен относительно инволюций J1, J2:

V (J1(w), λ) ≡ V (J2(w), λ) ≡ V (w, λ), J2(w)(x, y) = w(a− x, y), J1 = −J2.

Через функционал (5) в теории упругих оболочек оценивается устойчивость рав-
новесных состояний : состояние устойчиво, если оно реализует точку локального ми-
нимума функционала (5). Потеря устойчивости происходит при переходе λ через кри-
тическое значение (верхнюю критическую нагрузку):

λ∗(a) = sup{λ̄ :
∂2V

∂w2
(0, λ)(h, h) > 0, λ < λ̄, h 6= 0, h ∈ E}.

Верхняя критическая нагрузка непрерывно и кусочно гладко зависит от длины
a пластины. Разрыв производной от λ∗(a) происходит в точках am =

√
m(m+ 1),

m = 1, 2 . . . При a = am и λ = λm := λ∗(am) в нуле уравнение Кармана при краевых
условиях (2) имеет двумерное вырождение. В нуле теряется устойчивость по двум
модам :

e1 = 2 sin
(mπx

a

)
sin(πy), e2 = 2 sin

(
(m+ 1)πx

a

)
sin(πy).

Анализ соответствующих закритических равновесий сводится к изучению крити-
ческих точек ключевой функции W , получаемой по редуцирующей схеме Ляпунова-
Шмидта [3, 6]

W (ξ, λ, a) := inf
u:u∈O∗

V (ξ1e1 + ξ2e2 + u, λ), ξ ∈ O2 (6)

(при (λ, a), достаточно близких к (λm, am)). Здесь O2 и O∗ – достаточно малые окрест-
ности нулей в R2 и E∗ = {u ∈ E : 〈u, e1〉 = 〈u, e2〉 = 0}.

Более того
W (ξ, λ, a) = V (ξ1e1 + ξ2e2 + Φ(ξ1, ξ2, λ, a), λ), (7)

где Φ(ξ1, ξ2, λ, a) – решение уравнения f∗(ξ1e1 + ξ2e2 +u, λ) = 0, определяемое теоремой

о неявной функции. Здесь f∗(w, λ) = f(w, λ)−
2∑

j=1

〈f(w, λ), ej〉ej.
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Между критическими точками W и V существует взаимно однозначное соответст-
вие. Соответствующие друг другу точки имеют одинаковые кратности (числа Милно-
ра) и индексы Морса.

Локальный анализ (7) успешно осуществляется благодаря тому, что имеет место
представление :

W (ξ, λ, a) =
1

2
(α1(λ, a)ξ

2
1 + α2(λ, a)ξ

2
2) +

2∑

i,j=1

hi,jξ
2
i ξ

2
j + · · · , (8)

где α1, α2 – собственные значения оператора ∆2 + λ( ∂
∂x

)2, отвечающие собственным
векторам e1, e2,

hj,j =
1

8
| ∆−1[ej , ej] |2, j = 1, 2,

h1,2 = h2,1 =
1

8

(
〈∆−1[e1, e1],∆

−1[e2, e2]〉+ 2 | ∆−1[e1, e2] |2
)
.

Для коэффициентов hi,j из разложения (8) при m 6 10 выполняется соотношение

h1,2 >
√
h1,1h2,2 (9)

(см. [2]). Неравенство (9) означает положительную определенность формы
2∑

i,j=1

hi,jηiηj

в положительной четверти плоскости R2. Ключевую функцию (8) можно теперь пере-
писать в виде

W (η, λ, a) =
1

2
(β1(λ, a)η

2
1 + β2(λ, a)η

2
2) + η4

1 + cη2
1η

2
2 + η4

2 + · · · , (10)

где c > 2 (следует из неравенства (9)).
Пусть Σ – бифуркационное множество функции W . Множество R3\Σ разбивается

на зоны – компоненты связности. С каждой точкой β = (β1, β2, c) 6∈ Σ и принад-
лежащей одной компоненте связности свяжем тройку целых чисел bif(β) = {p, q, r},
изображающую количество минимумов, седел, и максимумов; данную тройку назовем
bif -раскладом.

Теорема 1. При β 6∈ Σ имеют место следующие и только следующие bif-расклады:

(1,0,0),(2,1,0),(2,2,1),(4,4,1).

Случай наличия симметричного интегрального ограничения. Наложим до-
полнительное условие на функцию прогиба w в виде следующего интегрального огра-
ничения ∫∫

Ωa

ω(x, y)w(x, y) dxdy > 0,

где ω(x, y) – гладкая функция, для которой ω(a− x, y) = ω(x, y), ω(x, 1− y) = ω(x, y).
Пусть m = 1, a = a1 =

√
2, λ = λ1 = λ∗(a1). Тогда уравнение Кармана в нуле имеет

двумерное вырождение. Пластина в прямолинейном состоянии теряет устойчивость по
двум модам :

e1 = e1,1 = 2 sin
πx

a
sin πy, e2 = e2,1 = 2 sin

2πx

a
sin πy.

39



Обозначим ẽ1 = ω, ẽ2 = e2.

Редуцируя задачу V (w) −→ extr, w ∈ E по схеме Ляпунова – Шмидта [6], полу-
чаем задачу W̃ (ξ̃) −→ extr, ξ̃ ∈ R2, где

W̃ (ξ̃1, ξ̃2) = inf
u:u⊥ẽ1,u⊥ẽ2

V (ξ̃1ẽ1 + ξ̃2ẽ2 + u), (11)

при условии ξ̃1 > 0, так как

ξ̃1 = 〈w, ω〉 =
∫∫

Ωa

ωwdxdy > 0.

Ключевая функция W̃ приводится к виду

W̃ (η̃1, η̃2) =
1

2
(β1η̃

2
1 + β2η̃

2
2) + η̃4

1 + dη̃2
1 η̃

2
2 + η̃4

2 + · · · , η̃1 > 0. (12)

Условие η̃1 > 0 означает, что в рассматриваемой задаче появляются краевые особен-
ности [5].

Из результатов работы [7] следует, что ключевые функции W и W̃ гладко эквива-
лентны. Следовательно, d = c > 2 ( следует из соотношения (9)).

При наличии края bif – расклады ключевой функции W̃ удобно описывать по-
средством матрицы 2× 3:

B(β) =

(
l1 l2 l3
m1 m2 m3

)
,

в которой l1, l2, l3 – число краевых минимумов, седел, максимумов соответственно, а
m1, m2, m3 – количество обычных минимумов, седел, максимумов (то есть расположен-
ных внутри области {

∫∫
Ωa
ωw dxdy > 0}).

Теорема 2. При β 6∈ Σ все возможные bif-расклады для задачи W̃ (η̃) −→ extr, при

условии η̃1 > 0 описываются следующими шестью матрицами:

(
1 0 0

0 0 0

)
,

(
0 1 0

1 0 0

)
,

(
2 1 0

0 0 0

)
,

(
0 2 1

1 0 0

)
,

(
2 0 1

0 1 0

)
,

(
2 0 1

1 2 0

)
.

Из этой теоремы вытекает описание бифуркационной картины для функционала
V .

Пусть теперь наложено ограничение
∫∫

Ωa

ω(x, y)w(x, y)dxdy > c.

Тогда, редуцируя задачу V (w) −→ extr, w ∈ E по схеме Ляпунова – Шмидта [6],
получаем задачу W̃ (ξ̃) −→ extr, ξ̃ ∈ R2, ξ̃1 > c.

Ключевая функция W приводится к виду, эквивалентному (12).

Теорема 3. При β 6∈ Σ все возможные bif-расклады (вблизи нуля) для задачи

W̃ (η̃) −→ extr при условии η̃1 > c описываются следующими 18 матрицами:
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(
1 0 0

0 0 0

)
,

(
0 1 0

1 0 0

)
,

(
2 1 0

0 0 0

)
,

(
1 0 0

1 1 0

)
,

(
0 1 0

2 1 0

)
,

(
2 0 1

0 1 0

)
,

(
0 2 1

1 0 0

)
,

(
1 0 0

1 2 1

)
,

(
0 2 1

2 1 0

)
,

(
0 1 0

2 2 1

)
,

(
2 0 1

1 2 0

)
,

(
0 3 0

2 1 1

)
,

(
2 1 0

1 2 1

)
,

(
0 2 1

2 2 1

)
,

(
1 0 0

3 4 1

)
,

(
0 3 0

3 2 1

)
,

(
0 1 0

4 4 1

)
,

(
2 1 0

3 4 1

)
.

Список литературы

[1] А.С. Вольмир. Гибкие пластины и оболочки. М.: Гостехиздат. 1956.

[2] E. J. Holder, D. Schaeffer. Boundary conditions and mode jumping in the Karman Equations.

SIAM J. Math. Anal. 1984. V.15. №3. P. 446–457.

[3] Ю. И. Сапронов. Двумодовая бифуркация решений уравнения Кармана. Дифференци-

альные уравнения. 1989. Т. 25. №6. С. 1078–1081.

[4] М. А. Красносельский, П. П. Забрейко. Геометрические методы нелинейного анализа.

М.: Наука. 1975.

[5] В. И. Арнольд. Критические точки функций на многообразии с краем, простые группы

Ли Bk, Ck, F4 и особенности эволют. УМН. 1978. Т. 33, вып. 5(203). С. 91–105.

[6] Ю.И. Сапронов. Конечномерные редукции в гладких экстремальных задачах. Успехи

матем. наук. 1996. Т. 51, вып. 1. С. 101–132.

[7] С.Л. Царев. Глобальное сравнение эквивариантных конечномерных редукций для глад-

кого G-инвариантного функционала. Труды матем. фак–та (новая серия). Воронеж,

ВГУ. 1998, вып. 3. С. 73–76.

ДВУХМОДОВЫЕ БИФУРКАЦИИ РЕШЕНИЙ ВАРИАЦИОННОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

ПРИ НАЛИЧИИ ОГРАНИЧЕНИЯ

О.Ю. Данилова
Воронежский институт МВД России, 394065, Воронеж, пр. Патриотов 53

Известно, что некоторые упругие системы и некоторые фазовые состояния сегне-
тоэлектрических кристаллов моделируются решениями нелинейного обыкновенного
дифференциального уравнения четвертого порядка [1]

d4p

dx4
+ κ

d2p

dx2
+ αp+ p3 = 0, (1)

рассмотренного на отрезке [0, π] числовой оси при краевых условиях

p(0) =
d2p

dx2
(0) = p(π) =

d2p

dx2
(π) = 0. (2)
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Это уравнение является уравнением Эйлера – Лагранжа экстремалей функционала

V (p, κ, α) =

π∫

0

(
1

2

((
d2p

dx2

)2

− κ
(
dp

dx

)2

+ αp2

)
+
p4

4

)
dx, (3)

где α > 0.
Функционал (3) ниже рассматривается на пространстве E функций класса C4 на

отрезке [0, π], удовлетворяющих краевым условиям (2).
Анализ бифуркационных эффектов можно осуществить посредством редукции Ля-

пунова-Шмидта [2] к ключевой функции (от двух ключевых переменных)

W (ξ, δ) = inf
p: 〈p,e1〉=ξ1, 〈p,e2〉=ξ2

V (p, α1 + δ1, κ1 + δ2), (4)

ξ = (ξ1, ξ2), δ = (δ1, δ2),

где en – моды бифуркации

en =

√
2

π
sin(nx).

Функционал (3) инвариантен относительно инволюций J1, J2:

J2(p)(x) = p(π − x), J1 = −J2.

Следовательно, функция (4) имеет симметрию прямоугольника:

W (−ξ1, ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1,−ξ2, δ1, δ2) = W (ξ1, ξ2, δ1, δ2), (5)

из которой вытекает справедливость асимптотического представления (см. [2, 3])

W (ξ, δ) = U(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ), (6)

где U(ξ, δ) = V (ξ1e1 + ξ2e2, δ) – ритцевская аппроксимация функционала V по модам
e1, e2.

Таким образом, для ключевой функции (4) имеет место асимптотическое представ-
ление

W (ξ, δ) =
λ1

2
ξ2
1 +

λ2

2
ξ2
2 + Aξ4

1 + 2Bξ2
1ξ

2
2 + Cξ4

2 + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ), (7)

где

λ1 = δ1 − δ2, λ2 = δ1 − 4δ2, A =

π∫

0

e41dx =
3

2π
, B =

π∫

0

e21e
2
2dx =

3

π
, C =

π∫

0

e42dx =
3

2π
.

Сократив функцию (7) на множитель 6/π, получим функцию с нормализованной
главной частью:

W̃ (ξ, δ) = Ũ(ξ, δ) + o(|ξ|4) +O(|ξ|4)O(δ),

где

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1

2
ξ2
1 +

λ̃2

2
ξ2
2 +

1

4

(
ξ4
1 + 4ξ2

1ξ
2
2 + ξ4

2

)
.

42



«Геометрический сюжет» бифуркации критических точек и первые асимптотики вет-
вей бифурцирующих точек (по закритическим приращениям управляющих парамет-
ров) для функции W̃ (ξ, δ) полностью определяются ее главной частью Ũ(ξ, δ) [3].

Главная часть ключевой функции представляет собой возмущенную двумерную
сборку, четную по каждой переменной с коэффициентом двойного отношения a > 2.

Пусть Σ – бифуркационное множество функции W̃ . Множество R3\Σ разбивается
на зоны – компоненты связности. С каждой точкой β = (β1, β2, c) 6∈ Σ и принад-
лежащей одной компоненте связности свяжем тройку целых чисел bif(β) = {p, q, r},
изображающую количество минимумов, седел, и максимумов (данную тройку назовем
bif-раскладом).

В этом случае появляются только следующие bif-расклады : (1,0,0), (2,1,0), (2,2,1),
(4,4,1).

При наличии ограничения

〈p, ω〉 =
π∫

0

p(x)ω(x)dx ≥ 0

анализ функционала сводится к анализу ключевой функции

Ũ(ξ, δ) =
λ̃1

2
ξ2
1 +

λ̃2

2
ξ2
2 + ξ4

1 + aξ2
1ξ

2
2 + ξ4

2 (8)

с коэффициентом a > 2 [5] и при условии ξ1 > 0.
В этом случае появляются краевые критические точки [4]. При наличии края bif-

расклады ключевой функции W̃ удобно описывать посредством матрицы 2× 3:

B(β) =

(
l1 l2 l3
m1 m2 m3

)
,

в которой l1, l2, l3 – число краевых минимумов, седел, максимумов соответственно, а
m1, m2, m3 – количество обычных минимумов, седел, максимумов (то есть расположен-
ных внутри области).

Реализуются только следующие bif-расклады:
(

1 0 0

0 0 0

)
,

(
0 1 0

1 0 0

)
,

(
2 1 0

0 0 0

)
,

(
0 2 1

1 0 0

)
,

(
2 0 1

0 1 0

)
,

(
2 0 1

1 2 0

)
.

Наложим ограничение

〈p, ω〉 =
π∫

0

p(x)ω(x)dx ≥ c,

где c – малый параметр.
Тогда, редуцируя задачу V (w) −→ extr, p ∈ E по схеме Ляпунова-Шмидта [2],

получаем задачу W (ξ) −→ extr, ξ ∈ R2, ξ1 > c.
Главная часть ключевой функции W (ξ) приводится к виду, эквивалентному (8).

Она представляет собой возмущенную двумерную сборку, симметричную по каждой
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переменной с коэффициентом двойного отношения больше двух. Все bif-расклады для
задачи описываются следующими 18 матрицами:
(

1 0 0

0 0 0

)
,

(
0 1 0

1 0 0

)
,

(
2 1 0

0 0 0

)
,

(
1 0 0

1 1 0

)
,

(
0 1 0

2 1 0

)
,

(
2 0 1

0 1 0

)
,

(
0 2 1

1 0 0

)
,

(
1 0 0

1 2 1

)
,

(
0 2 1

2 1 0

)
,

(
0 1 0

2 2 1

)
,

(
2 0 1

1 2 0

)
,

(
0 3 0

2 1 1

)
,

(
2 1 0

1 2 1

)
,

(
0 2 1

2 2 1

)
,

(
1 0 0

3 4 1

)
,

(
0 3 0

3 2 1

)
,

(
0 1 0

4 4 1

)
,

(
2 1 0

3 4 1

)
.

При вычислении bif-раскладов пользуются следующими правилами: если линия
уровня функции W касается в точке a границы области снаружи и gradW направлен
внутрь рассматриваемой области, то a является для W точкой минимума, если же
gradW направлен наружу, то a – точка максимума, в седловой точке линия уровня
касается ребра изнутри. К точкам, лежащим внутри, применяются обычные правила.

Пусть

〈p, ω〉 =
π∫

0

p(x)ω(x)dx ≥ 0,

где ω = ae1 + be2.
Тогда задача V (w) −→ extr, p ∈ E по схеме Ляпунова – Шмидта [2] сводится к

задаче
W (ξ) −→ extr, ξ ∈ R2, aξ1 + bξ2 > 0.

В этом случае все расклады описываются шестью матрицами:
(

1 0 0

0 0 0

)
,

(
1 2 0

1 0 0

)
,

(
0 1 0

1 0 0

)
,

(
1 1 1

1 1 0

)
,

(
1 1 1

2 2 0

)
,

(
0 2 1

2 1 0

)
.

При наложении ограничений возникают новые бифуркационные эффекты: 1) по-
являются морсовские краевые особенности с нулевым градиентом, 2) на крае могут
сосуществовать три седла или три разнотипные критические точки – минимум, седло
и максимум – для функционала с особенностью двумерной сборки.
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О ЗАДАЧЕ С ОПЕРАТОРАМИ ОБОБЩЁННОГО ДРОБНОГО
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

ВЛАГОПЕРЕНОСА С a = −1 В ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ

С.В. Ефимова
Самарский государственный экономический университет

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение влагопереноса в случае a = −1,
т.е.

Lu = y2uxx − uyy − ux = 0. (1)

Введём следующие обозначения: за I примем интервал AB = (0, 1); за D1 – область,
ограниченную интервалом I и характеристиками уравнения (1)

AC1

{
(x, y) : x− y2

2
= 0, y 6 0

}
и BC1

{
(x, y) : x+

y2

2
= 1, y 6 0

}
,

где A = (0, 0),B = (1, 0),C1 = (1/2,−1); за θ(1)
0 (x), θ(1)

1 (x) – аффиксы точек пересечения
характеристик уравнения (1), выходящих из точки (x, 0) ∈ I, с характеристиками AC1,

BC1 соответственно; за
(
Iα,β,η
0+ f

)
(x),

(
Iα,β,η
1− f

)
(x) – операторы обобщённого дробного

интегродифференцирования, введëнные М.Сайго [1]; за
(
Iα
1−f
)
(x) – дробный интеграл

Римана-Лиувилля [2], за Hλ[0, 1] – класс функций, удовлетворяющих на отрезке [0, 1]

условию Гëльдера порядка λ; за Hλ(ρ; [0, 1]) = {f(x) : ρ(x)f(x) ∈ Hλ[0, 1]}, где 0 < λ ≤
1, ρ ≥ 0.

Для уравнения (1) поставим и исследуем следующую нелокальную краевую задачу.
Задача. Найти решение u(x, y) уравнения (1), которое принадлежит классу

C
(
D1

)⋂
C2 (D1) и удовлетворяет краевым условиям:

1) u(x, 0) = τ1(x), x ∈ Ī;

2) A
(
Iα,β,−α−1
0+ u

[
θ

(1)
0 (t)

])
(x) +B

(
I

α+ 1
2
, 1
2
,−α−1

1− u
[
θ

(1)
1 (t)

])
(x)+

+C
(
Iδ,η,γ
0+ u [t, 0]

)
(x) +D

(
I

α+ 1
2
, 1
2
,−α−1

1− u [t, 0]
)
(x)+

+E
(
I

α+1,β− 1
2
,−α−1

0+ uy [t, 0]
)
(x) + F

(
Iα+1,0,−α−1
1− uy [t, 0]

)
(x) = g(x), x ∈ I,

где τ1(x), g(x) – такие заданные функции, что

τ1(x) ∈ Hλ1[0, 1], (2)

τ1(0) = 0, (3)

g(x) ∈ Hλ2 [0, 1]. (4)

A,B,C,D,E, F, α, β, δ, η, γ, λ1, λ2 – такие заданные константы, что

0 < α + 1 < min{λ1, λ2,−η}, (5)

D = −B, (6)

45



B
√
π − 2F 6= 0, (7)

−1

2
< β < −

(
α +

1

2

)
, (8)

λ1 6 1, (9)

λ2 6 1, (10)

δ > 0, η < min[0, γ + 1]. (11)

Будем искать решение этой задачи в классе функций u(x, y) таких, что

lim
y→0−

uy(x, y) ∈ Hλ
(
xα+1; [0, 1]

)
, 0 < λ ≤ 1. (12)

2. Получение интегрального уравнения. Положим

u(x,−0) = τ1(x), lim
y→0−

uy(x, y) = ν1(x). (13)

Используя обозначения (13), решение задачи Коши в области D1 [3]

u(x, y) = τ1

(
x− y2

2

)
+
y

2

∫ 1

0

ν1

(
x+ (1− 2t)

y2

2

)
dt√
1− t (14)

и равенство [4]
F (a, b; b; x) = (1− x)−a, (15)

находим

u
[
θ

(1)
0 (x)

]
= τ1(0)− 1

2

(
I

1,− 1

2
,−1

0+ ν1

)
(x), (16)

u
[
θ

(1)
1 (x)

]
= τ1(x)−

√
π

2

(
I

1
2

1−ν1

)
(x). (17)

Подставим (16), (17) в краевое условие 2). С учëтом формул [2], [5]
(
Iα
1−f
)
(x) =

(
Iα,−α,η
1− f

)
(x),

(
Iα,β,η
0+

(
Iγ,δ,α+η
0+ f

)
(t)
)
(x) =

(
Iα+γ,β+δ,η
0+ f

)
(x), γ > 0, (18)

(
Iα,β,η
1−

(
Iγ,δ,α+η
1− f

)
(t)
)
(x) =

(
Iα+γ,β+δ,η
1− f

)
(x), γ > 0,

а также (3), (6) придëм к равенству

C
(
Iδ,η,γ
0+ τ1

)
(x)−

(
A

2
− E

)(
I

α+1,β− 1
2
,−α−1

0+ ν1

)
(x)−

−
(
B
√
π

2
− F

)(
Iα+1,0,−α−1
1− ν1

)
(x) = g(x).

(19)

Применим к обеим частям (19) оператор I
−α−1, 1

2
−β,0

0+ . Принимая во внимание (18),
(5), равенство [2]

(
I0,0,η
0+ f

)
(x) = f(x) и (7), получим

A− 2E

B
√
π − 2F

ν1(x) +
(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+

(
Iα+1,0,−α−1
1− ν1

)
(t)
)
(x) =

=
2C

B
√
π − 2F

(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+

(
Iδ,η,γ
0+ τ1

)
(t)
)
(x)− 2

B
√
π − 2F

(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+ g
)
(x).

(20)
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Известно [6], что при 0 < p < 1

(
I−p,q,0
0+

(
Ip,0,t
1− f

)
(v)
)
(x) = xp−q(1− x)−p cosπp f(x) +

∫ 1

0

K(x, u) f(u) du, (21)

где

K(x, u) =





−x−q−1up(1− u)t

Γ(p)Γ(1− p) F1

(
1, p+ 1, p+ t; p+ 1;

u

x
, u
)
, 0 < u < x,

x−qup−1(1− u)t

Γ(p)Γ(1− p) F1

(
1, 1− p, p+ t; 1− p; x

u
, x
)
, x < u < 1,

F1(a, b, b
′; c; x, y) =

∞∑

m,n=0

(a)m+n(b)m(b′)n

(c)m+n

xm

m!

yn

n!
– функция Аппеля,

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
– символ Похгаммера [4].

Тогда согласно (21), (5), (9)

(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+

(
Iα+1,0,−α−1
1− ν1

)
(t)
)
(x) =

= xα+β+ 1

2 (1− x)−α−1 cosπ(α + 1) ν1(x) +

∫ 1

0

K(x, u) ν1(u) du,
(22)

где

K(x, u) =





−xβ− 3

2uα+1(1− u)−α−1

Γ(α+ 1)Γ(−α)
F1

(
1, α + 2, 0;α+ 2;

u

x
, u
)
, 0 < u < x,

xβ− 1
2uα(1− u)−α−1

Γ(α+ 1)Γ(−α)
F1

(
1,−α, 0;−α;

x

u
, x
)
, x < u < 1.

(23)

Из формулы [7]

F1(a, b, b
′; c; x, y) =

∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n
F (a+ n, b′; c+ n; y)

xn

n!
,

где F (a, b; c; x) – гипергеометрическая функция Гаусса [4] следует, что

F1(a, b, 0; c; x, y) = F (a, b; c; x). (24)

В силу (24) и равенства (15) получаем

F1

(
1, α + 2, 0;α+ 2;

u

x
, u
)

=
x

x− u, F1

(
1,−α, 0;−α;

x

u
, x
)

=
u

u− x. (25)

Подставим (25) в (23) и учтëм формулу [4] Γ(x)Γ(1 − x) =
π

sin πx
. Тогда K(x, u)

перепишется так:

K(x, u) =
sin π(α + 1)

π(u− x) xβ− 1
2uα+1(1− u)−α−1, 0 < x, u < 1, u 6= x. (26)
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Соотношения (22) и (26) дадут нам следующий результат:
(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+

(
Iα+1,0,−α−1
1− ν1

)
(t)
)
(x) = xα+β+ 1

2 (1− x)−α−1 cosπ(α + 1) ν1(x)+

+
sin π(α + 1)

π
xβ− 1

2

∫ 1

0

uα+1(1− u)−α−1ν1(u) du

u− x .

Поэтому (20) примет вид

A− 2E

B
√
π − 2F

ν1(x) + xα+β+ 1
2 (1− x)−α−1 cos π(α+ 1) ν1(x)+

+
sin π(α + 1)

π
xβ− 1

2

∫ 1

0

uα+1(1− u)−α−1ν1(u) du

u− x =

=
2C

B
√
π − 2F

(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+

(
Iδ,η,γ
0+ τ1

)
(t)
)
(x)− 2

B
√
π − 2F

(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+ g
)
(x).

(27)

Умножив обе части равенства (27) на x1/2−β и произведя в нëм замену µ(x) =

xα+1(1− x)−α−1ν1(x), придëм к характеристическому сингулярному уравнению на ко-
нечном отрезке [2]

a1(x)µ(x) +
a2(x)

π

∫ 1

0

µ(u) du

u− x = F (x), (28)

где

a1(x) =
A− 2E

B
√
π − 2F

x−α−β− 1
2 (1− x)α+1 + cos π(α+ 1), (29)

a2(x) = sin π(α + 1), (30)

F (x) = x
1
2
−β

[
2C

B
√
π − 2F

(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+

(
Iδ,η,γ
0+ τ1

)
(t)
)
(x)−

− 2

B
√
π − 2F

(
I
−α−1, 1

2
−β,0

0+ g
)
(x)

]
.

(31)

Исходя из теоремы 30.2 [2], можно доказать следующее заключение.

Теорема 1. Пусть для функций τ1(x), g(x) выполняются условия (2), (4), для

параметров α, β, δ, η, γ, λ1, λ2 – (5), (8)-(11), для констант B, F – (7). Пусть a1(x),

a2(x), F (x) определены соответственно формулами (29)-(31). Тогда уравнение (28)

имеет в классе Hλ ((1− x)α+1; [0, 1]) единственное решение, которое даëтся формулой

µ(x) =
a1(x)F (x)

A(x)
− a2(x)Z0(x)

πA(x)

∫ 1

0

(x
t

)α+1
(

1− x
1− t

)−α−1
F (t) dt

Z0(t)(t− x)
, (32)

где

Z0(x) = exp
1

2π

[∫ 1

0

θ(t) dt

t− x − 2πα ln
x

1− x

]
, (33)

θ(x) = arg
a1(x)− ia2(x)

a1(x) + ia2(x)
, A(x) = a2

1(x) + a2
2(x). (34)

Теорема 2. Пусть для функций τ1(x), g(x) выполняются условия (2)–(4), для па-

раметров α, β, δ, η, γ, λ1, λ2 – (5), (8)-(11), для констант B, D, F – (6), (7). Тогда

задача 1)-2), (12) для уравнения (1) имеет единственное решение u(x, y), определяе-

мое формулой (14), где ν1(x) = x−α−1(1− x)α+1× ×µ(x). Здесь µ(x) имеет вид (32), а

a1(x), a2(x), F (x), Z0(x), θ(x), A(x) даются соответственно равенствами (29), (30),

(31), (33), (34), (35).
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О СИСТЕМЕ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА СО
СМЕШАННЫМИ ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

В.И. Жегалов, О.С. Белова
Казанский государственный университет

В области D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1, z0 < z < z1} определим операторы

L1(u) ≡ uxy + a1ux + b1uy + c1u, L2(v) ≡ vyz + a2vy + b2vz + c2v,

L3(w) ≡ wxz + a3wx + b3wz + c3w,

где ak, bk, ck (k = 1, 2, 3) ∈ C(D) вместе с теми производными, которые берутся от
искомых функций в соответствующих слагаемых (например, a2 ∈ C(0,1,0)(D)). Целью
нашего исследования является система

L1(u) = p1v + e1w + g1vx + k1vy +m1wx + n1wy + F1(x, y, z, u, v, w),

L2(v) = p2u+ e2w + g2uy + k2uz +m2wy + n2wz + F2(x, y, z, u, v, w),

L3(w) = p3u+ e3v + g3ux + k3uz +m3vx + n3vz + F3(x, y, z, u, v, w).

(1)

Здесь g1, m1, g3, m3 ∈ C(1,0,0)(D), k1, n1, g2, m2 ∈ C(0,1,0)(D), k2, n2, k3, n3 ∈ C(0,0,1)(D).
Можно рассматривать (1) как определенное обобщение системы

ux = au+ bv + f, vy = cu+ dv + g

и ее трехмерного аналога из работ [1], [2] и др.
Задача Г (Гурса): Найти функции u, v, w ∈ C(1,1,1)(D)

⋂
C(D), удовлетворяющие

в D системе (1) и граничным условиям

u(x0, y, z) = ϕ1(y, z), v(x, y0, z) = ψ1(x, z), w(x0, y, z) = χ1(y, z),

u(x, y0, z) = ϕ2(x, z), v(x, y, z0) = ψ2(x, y), w(x, y, z0) = χ2(x, y),
(2)

49



где ϕk, ψk, χk (k = 1, 2) ∈ C(1,1) на соответствующих гранях D. В силу u, v, w ∈ C(D)

должны выполняться соотношения

ϕ1(y0, z) = ϕ2(x0, z), ψ1(x, z0) = ψ2(x, y0), χ1(y, z0) = χ2(x0, y). (3)

1. Линейный случай: Fk = Fk(x, y, z) ∈ C(D), k = 1, 2, 3.

Рассматривая временно правые части (1) как известные функции Φk, запишем фор-
мально решение задачи Гурса для каждого из этих уравнений [3, с.65], пользуясь со-
ответствующими условиями, выбранными из (2).

Если в полученных формулах проинтегрируем по частям слагаемые, содержащие
производные от искомых функций, то получим

u(x, y, z) =

x∫

x0

y∫

y0

[
R1(α, β, z, x, y, z)p1(α, β, z)v(α, β, z)

+R1(α, β, z, x, y, z)e1(α, β, z)w(α, β, z)− v(α, β, z)∂[R1(α, β, z, x, y, z)g1(α, β, z)]

∂α

− v(α, β, z)∂[R1(α, β, z, x, y, z)k1(α, β, z)]

∂β
− w(α, β, z)

∂[R1(α, β, z, x, y, z)m1(α, β, z)]

∂α

− w(α, β, z)
∂[R1(α, β, z, x, y, z)n1(α, β, z)]

∂β

]
dβdα+ Ω1(x, y, z)

+

y∫

y0

[
R1(x, β, z, x, y, z)g1(x, β, z)v(x, β, z) +R1(x, β, z, x, y, z)m1(x, β, z)w(x, β, z)

]
dβ

+

x∫

x0

[
R1(α, y, z, x, y, z)k1(α, y, z)v(α, y, z) +R1(α, y, z, x, y, z)n1(α, y, z)w(α, y, z)

]
dα,

(4a)

v(x, y, z) =

y∫

y0

z∫

z0

[
R2(x, β, γ, x, y, z)p2(x, β, γ)u(x, β, γ)

+R2(x, β, γ, x, y, z)e2(x, β, γ)w(x, β, γ)− u(x, β, γ)∂[R2(x, β, γ, x, y, z)g2(x, β, γ)]

∂β

− u(x, β, γ)∂[R2(x, β, γ, x, y, z)k2(x, β, γ)]

∂γ
− w(x, β, γ)

∂[R2(x, β, γ, x, y, z)m2(x, β, γ)]

∂β

− w(x, β, γ)
∂[R2(x, β, γ, x, y, z)n2(x, β, γ)]

∂γ

]
dγdβ + Ω2(x, y, z)

+

y∫

y0

[
R2(x, β, z, x, y, z)k2(x, β, z)u(x, β, z) +R2(x, β, z, x, y, z)n2(x, β, z)w(x, β, z)

]
dβ

+

z∫

z0

[
R2(x, y, γ, x, y, z)g2(x, y, γ)u(x, y, γ) +R2(x, y, γ, x, y, z)m2(x, y, γ)w(x, y, γ)

]
dγ,

(4b)
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w(x, y, z) =

x∫

x0

z∫

z0

[
R3(α, y, γ, x, y, z)p3(α, y, γ)u(α, y, γ)

+R3(α, y, γ, x, y, z)e3(α, y, γ)v(α, y, γ)− u(α, y, γ)
∂[R3(α, y, γ, x, y, z)g3(α, y, γ)]

∂α

− u(α, y, γ)∂[R3(α, y, γ, x, y, z)k3(α, y, γ)]

∂γ
− v(α, y, γ)∂[R3(α, y, γ, x, y, z)m3(α, y, γ)]

∂α

− v(α, y, γ)∂[R3(α, y, γ, x, y, z)n3(α, y, γ)]

∂γ

]
dγdα+ Ω3(x, y, z)+

(4c)

+

z∫

z0

[
R3(x, y, γ, x, y, z)g3(x, y, γ)u(x, y, γ) +R3(x, y, γ, x, y, z)m3(x, y, γ)v(x, y, γ)

]
dγ

+

x∫

x0

[
R3(α, y, z, x, y, z)k3(α, y, z)u(α, y, z) +R3(α, y, z, x, y, z)n3(α, y, z)v(α, y, z)

]
dα.

Здесь Rk (k = 1, 2, 3) есть функции Римана для уравнений сопряженных с L1(u) = 0,

L2(v) = 0, L3(w) = 0 соответственно, а Ωk зависят только от граничных условий (2) и
тех же Rk.

Введя векторы Θ = (u, v, w), Ω = (Ω1,Ω2,Ω3), нетрудно заметить, что можно
рассматривать (4a–4c) как векторно-матричный аналог уравнения (2.2) из [4, c.21]. Все
входящие в него матрицы (их легко записать с помощью (4a–4c) будут непрерывны
в D, что обеспечивает проведение всей схемы рассуждений, относящейся к (2.2) в [4].
Это означает, что система интегральных уравнений (4a–4c) однозначно разрешима.
Другими словами, верна

Теорема 1. Задача Г однозначно разрешима.

Заметим, что в частном случае данного пункта (когда все gs, ks, ms, ns равны нулю)
однозначная разрешимость задачи Г ранее доказана в [5].

2. Общий случай. Введем область G = {−∞ < u < +∞, −∞ < v < +∞, −∞ <

w < +∞} и будем предполагать Fk непрерывными в D, ограниченными в D × G и
удовлетворяющими по u, v, w условиям Липшица. Другими словами, будем считать,
что

|Fk(x, y, z, τ1, τ2, τ3)− Fk(x, y, z, σ1, σ2, σ3)| 6 N
3∑

s=1

|τs − σs|, |Fk| 6 M, (5)

где x, y, z ∈ D, (τ1, τ2, τ3), (σ1, σ2, σ3) ∈ G, M,N = const > 0. Тогда с помощью схе-
мы рассуждений из п.1 мы тоже придем к векторно-матричному интегральному урав-
нению, но уже нелинейному. Если схематично записать его в виде Θ = Φ(x, y, z, u, v, w),
то можно построить последовательные приближения Θn = Φ(x, y, z, un−1, vn−1, wn−1),
Θ0 = 0, которые не выйдут за пределы области D × G. Условия (5) оказываются до-
статочными для равномерной сходимости {un}, {vn}, {wn}, что обеспечивает сущест-
вование единственного решения полученной системы нелинейных интегральных урав-
нений. Таким образом, верна

51



Теорема 2. Задача Г при условиях (5) имеет единственное решение.

Изложенный здесь результат можно рассматривать как базовый: к задаче Г реду-
цируются другие граничные задачи, например, когда граничные значения (2) или их
части заменяются граничными значениями нормальных производных от u, v, w.
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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ
КВАЗИЛИНЕЙНОГО ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

В.И. Жегалов, Г.Р. Хакимова
Казанский государственный университет

Пусть D = {0 < x < 1, 0 < y < 1}, G = {−∞ < tk < +∞, k = 1, . . . , 5}, а функция
f определена в D ×G, непрерывна в D и удовлетворяет условиям

|f | 6 M, |f(x, y, τ1, . . . , τ5)− f(x, y, θ1, . . . , θ5)| 6 L

5∑

s=1

|τs − θs|, (1)

(x, y) ∈ D, (τ1, . . . , τ5), (θ1, . . . , θ5) ∈ G, M,L = const > 0.

В настоящей заметке речь идет об уравнении

Uxxy = f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx), (2)

частные случаи которого встречаются при моделировании фильтрации жидкости в
пористых средах [1]. Оно содержит в себе известные уравнения Аллера и Бенджамена-
Бона-Махони [2], [3, c.261–262]. При линейной по последним пяти аргументам функции
f уравнение (2) изучалось в [4], [5] и др., где оно было названо псевдопараболическим.
Обзор этих исследований имеется в [6].

Задача 1 (Гурса). Найти функцию U(x, y) ∈ C(2,1)(D), удовлетворяющую в D

уравнению (2) и граничным условиям

U(0, y) = ϕ(y), (3)

Ux(0, y) = ϕ1(y), (4)
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U(x, 0) = ψ(x), (5)

y ∈ p = [0, 1], x ∈ q = [0, 1], ϕ, ϕ1 ∈ C1(p), ψ ∈ C1(q), ϕ(0) = ψ(0).

При ссылках (3)–(5) соответствуют порядку записанных граничных значений.
Эта задача, очевидно, эквивалентна интегральному уравнению

U(x, y) = ω(x, y)

+

x∫

0

(x− ξ)
y∫

0

f
[
ξ, η, U(ξ, η), Uξ(ξ, η), Uη(ξ, η), Uξη(ξ, η), Uξξ(ξ, η)

]
dηdξ,

(6)

ω(x, y) = ψ(x) + ϕ(y) + [ϕ1(y)− ϕ1(0)]x− ϕ(0),

решение которого можно получить с помощью последовательных приближений

Un(x, y) = ω(x, y)

+

x∫

0

(x− ξ)
y∫

0

f

(
ξ, η, Un−1,

∂Un−1

∂ξ
,
∂Un−1

∂η
,
∂2Un−1

∂ξ∂η
,
∂2Un−1

∂ξ2

)
dηdξ,

(7)

U0 = ω(x, y), n = 1, 2, . . . .

Из (1) следует, что все Un могут быть вычислены, а их разности Zn = Un − Un−1 и
их первые производные оцениваются неравенствами

max

{
|Zn|,

∣∣∣∣
∂Zn

∂x

∣∣∣∣
}

6
M(2LK)n+2

L2K2(n+ 2)!
, max

{∣∣∣∣
∂Zn

∂y

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
∂2Zn

∂x∂y

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
∂2Zn

∂x2

∣∣∣∣
}

6
M(2LK)n+1

L2K2(n + 1)!
.

Здесь в качестве K можно выбрать любое число не меньшее 7. Очевидно, из этих нера-
венств следует равномерная сходимость {Un} и входящих в (7) производных от Un, что
обеспечивает существование решения задачи 1. Его единственность устанавливается
стандартным для метода последовательных приближений приемом. Следовательно,
верна

Теорема 1. Задача 1 однозначно разрешима.

Полученный результат является для нас базовым: он позволяет изучить вопросы
разрешимости задач, получаемых из задачи Гурса заменой в (3)–(5) хотя бы одного
условия соотношениями из набора

Uxx(0, y) = ϕ2(y), (8)

Uy(x, 0) = ψ1(x). (9)

Получающиеся при этом задачи соотносятся с задачей Гурса аналогично тому, как
в теории эллиптических уравнений задача Неймана с задачей Дирихле.

Комбинация из (3)–(5) и (8)–(9) дают пять задач, которые можно закодировать
цифрами, соответствующими участвующим в их постановке граничным значениям:
349, 358, 458, 389, 489.

Определенные результаты о разрешимости этих задач удается получить при до-
полнительных предположениях относительно функции f : она допускает выделение

53



линейной части и при этом имеет специальную структуру по производным искомой
функции. А именно, речь идет об уравнениях вида

Uxxy + aUxx + bUxy + cUx + dUy + eU = f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx), (10)

где a ∈ C(2,0)(D), b ∈ C(1,1)(D), c ∈ C(1,0)(D), d ∈ C(0,1)(D), e ∈ C(0,0)(D).

Обратимся, например, к задаче 358, предполагая, что f имеет вид

f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx) ≡ g(x, y, U, Ux, Uy, αUxy, Uxx), (11)

и при этом
α(0, y) = 0, b(0, y) 6= 0, y ∈ p. (12)

Очевидно, (11) определяет указанную выше специальную структуру f . Проинтегри-
руем (10) один раз по y в пределах от y∗ до y ((y∗, y) ∈ D), затем в полученном соотно-
шении устремим y∗ и x к 0. Учитывая граничные условия, получим для определения
функции ϕ1(y) интегральное уравнение

ϕ1(y) = b−1(y){r(y) +

y∫

0

K[η, ϕ1(η)]dη}. (13)

Здесь K
[
y, ϕ1(y)

]
=
[
c(0, y) − by(0, y)]ϕ1(y) + g

(
0, y, ϕ(y), ϕ1(y), ϕ2(y)

)
, r(y) ∈ C(p) –

известная функция, записанная через исходные данные задачи.
Нетрудно видеть, что условия (1) обеспечивают для (13) реализацию рассуждений,

аналогичных проведенным при доказательстве теоремы 1. Таким образом, ϕ1(y) су-
ществует и определяется единственным образом, а задача 358 при условиях (11) и
(12) оказывается редуцированной к задаче 1. Поэтому в силу теоремы 1 верна

Теорема 2. Задача 358 при условиях (11)–(12) однозначно разрешима.

Аналогично исследуются остальные 4 задачи. Из них 349, 458 редуцируются к за-
даче Гурса однозначно, а 389 и 489 с точностью до одной произвольной постоянной.

Аналоги условий (11)–(12) в задачах 349, 458 представляются соответственно в
видах:

f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx) ≡ g(x, y, αU, Ux, Uy, Uxy, βUxx), (14)

α(x, 0) = 0, β(x, 0) = 0, a(x, 0) 6= 0, x ∈ q. (15)

f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx) ≡ g(x, y, U, Ux, αUy, Uxy, Uxx), (16)

α(0, y) = 0, d(0, y) 6= 0, y ∈ p. (17)

Так как наборы 389, 489 получаются заменой в (3)–(5) двух условий, то и ищутся
две функции. Для каждой из них своя специальная структура функции f . В случае
389 она задается соотношениями

f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx) ≡ g(x, y, U, Ux, Uy, α1Uxy, Uxx), (18)

α1(0, y) = 0, b(0, y) 6= 0, y ∈ p. (19)
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f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx) ≡ g(x, y, U, α2Ux, Uy, Uxy, βUxx), (20)

α2(x, 0) = 0, β(x, 0) = 0, a(x, 0) 6= 0, x ∈ q, (21)

а для 489

f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx) ≡ g(x, y, U, Ux, α1Uy, Uxy, Uxx) (22)

α1(0, y) = 0, d(0, y) 6= 0, y ∈ p. (23)

f(x, y, U, Ux, Uy, Uxy, Uxx) ≡ g(x, y, U, α2Ux, Uy, βUxy, Uxx), (24)

α2(x, 0) = 0, β(x, 0) = 0, a(x, 0) 6= 0, x ∈ q. (25)

Окончательные результаты можно сформулировать в виде утверждений:
1) задачи 349, 458 однозначно разрешимы соответственно при условиях (13)–(14)

и (15)–(16);

2) задачи 389, 489 разрешимы с точностью до одной произвольной постоянной при

условиях (18)–(21) и (22)–(25) соответственно.

Замечание. Нетрудно понять, что все проведенные рассуждения распространяют-
ся на случай, когда D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1}. Мы выбрали x0 = y0 = 0, x1 =

y1 = 1 с целью некоторого упрощения формул.
Наконец, отметим, что все рассмотренные здесь задачи для уравнения (10) при

f ≡ 0 были исследованы ранее [6, c.132–138] с помощью метода Римана.
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СУЩЕСТВОВАНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ ТОЧНЫХ
МНОГОЧАСТОТНЫХ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ РЕЖИМОВ

В НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ С ДИСКРЕТНОЙ
СИММЕТРИЕЙ

К. Г. Жуков, Г. М. Чечин
Ростовский государственный университет, НИИ физики,

344090, Ростов-на-Дону, пр. Стачки, 194

Различные динамические режимы в нелинейной механической системе с дискрет-
ной группой симметрии G0 могут быть классифицированы по ее подгруппам Gj ∈ G0.
При помощи развитых в работах [1, 2] теоретико-групповых методов для каждой такой
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подгруппы может быть найдено соответствующее ей колебательное состояние облада-
ющее симметрией Gj . Такое состояние может быть представлено в виде некоторой
линейной комбинации базисных векторов всех неприводимых представлений группы
G0 с зависящими от времени коэффициентами. Фактически эта линейная комбинация
представляет собой определенную суперпозицию симметрийно-обусловленных колеба-
тельных мод. При этом в силу определенных правил отбора для передачи возбуждения
между модами с разной симметрией [1] в процесс колебаний оказываются вовлеченны-
ми не все моды, а лишь ограниченный их набор, сохраняющийся с течением времени.
Такие наборы были названы в [1] бушами колебательных мод. Они представляют собой
точные многочастотные возбуждения в механических системах с дискретной симмет-
рией. Размерность буша равна числу входящих в него мод.

Каждый буш имеет свою область устойчивости в пространстве амплитуд и ско-
ростей входящих в него мод. При превышении порога устойчивости за счет явления,
аналогичного явлению параметрического резонанса происходит возбуждение мод, не
входящих в рассматриваемый буш, который при этом переходит в другой буш более
низкой симметрии.

Будем рассматривать механическую систему с N степенями свободы вида

Ẍ = F(X), (1)

обладающую группой симметрии G0. Здесь вектор X = {x1(t), x2(t), . . . , xN (t)} опре-
деляет отклонение системы из своего равновесного состояния X0 = {0, 0, . . . , 0} в
момент времени t, а вектор-функция F = {f1(X), f2(X), . . . , fN (X)} задает правые
части динамических уравнений (1).

Для бушей мод характерны определенные связи между компонентами вектора со-
стояния X(t). Например, при продольных колебаниях моноатомных цепочек с числом
частиц N кратным четырем могут существовать точные динамические режимы вида
[3, 4]:

X(1) = {A(t), 0, −A(t), 0 | A(t), 0, −A(t), 0 | . . . }, (2)

X(2) = {A(t), B(t), −B(t),−A(t) | A(t), B(t), −B(t),−A(t) | . . . }, (3)

и др.
Уравнение (2) определяет одномерный буш, поскольку сооответствующее колеба-

тельное состояние системы полностью описывается одной степенью свободы A(t), для
которой из системы (1) можно получить одно уравнение движения второго порядка.
Соотношение (3) определяет двумерный буш, поскольку ему отвечает колебательное
состояние, описываемое двумя степенями свободы, A(t) и B(t), для которых из урав-
нений (1) можно получить систему двух связанных динамических уравнений второго
порядка.

В общем случае, m-мерный буш определяется N -мерным вектором C(t), который
имеет m независимых компонент, полностью описывающих некоторый динамический
режим в рассматриваемой механической системе.

Для исследования линейной устойчивости буша мод C(t) линеаризуем исходную
систему нелинейных уравнений (1) в его окрестности и проанализируем устойчивость
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нулевого решения полученной системы линейных ОДУ с переменными коэффициента-
ми относительно компонент инфинитезимального вектора возмущений y(t). В резуль-
тате этих операций получим линеаризованную систему вида

ÿ = J[C(t)] · y, (4)

где J[C(t)] = ∂F
∂X

∣∣
X=C(t)

– соответствующая матрица Якоби.
В работе [5] нами была доказана теорема, позволяющая добиться упрощения мат-

рицы Якоби J[C(t)] и, как следствие, расщепления линеаризованной системы (4) на
некоторое число независимых подсистем:

Теорема 1. Матрица Якоби J[C(t)] системы, линеаризованной в окрестности

некоторого буша, заданного вектором состояния C(t), коммутирует со всеми мат-

рицами M(g) (g ∈ Gj) механического представления группы симметрии Gj рассмат-

риваемого буша:

M(g) · J[C(t)] = J[C(t)] ·M(g).

Теорема 1 позволяет применить для расщепления линеаризованной системы (4) из-
вестную теорему Вигнера [6]. Введем необходимые обозначения. Пусть имеется пред-
ставление Γ группы G, которое может быть разложено на прямую сумму неприводи-
мых представлений Γj этой группы

Γ =
∑

j

L

mjΓj, (5)

где mj обозначает число раз, которое представление Γj размерности nj входит в это
разложение. Тогда теорему Вигнера для наших целей можно сформулировать следу-
ющим образом:

Теорема 2 (теорема Вигнера). Матрица H, коммутирующая со всеми матрица-

ми представления Γ группы G может быть приведена к блок-диагональной форме

H =
∑L

Dj, (6)

такой, что

(1) размерность каждого блока Dj равна произведению mj · nj ;
(2) блок Dj состоит из подблоков, имеющих вид матриц, пропорциональных еди-

ничной матрице In размерности nj , которые повторяются mj раз вдоль строк и

столбцов блока Dj.
В работе [5] показано, что совместное применение теорем 1 и 2 позволяет расщепить

линеаризованную систему (4) на независимые подсистемы, размерность которых опре-
деляется кратностями вхождения отдельных неприводимых представлений группы Gj

в механическое представление этой группы. При этом, число таких подсистем, полу-
чаемых для каждого из неприводимых представлений группы Gj, равно размерности
этого представления.

В качестве примера применения вышеописанного аппарата анализа устойчивости
динамических режимов в системах с дискретной симметрией рассмотрим колебания
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механической модели молекулы, состоящей из шести идентичных атомов, расположен-
ных в вершинах правильного октаэдра (см. Рис. ). К такому классу структур отно-
сятся, например, семейство молекул типа SF6 и молекулярные комплексы в редко-
земельных гексаборидах с химической формулой RB6. Пусть взаимодействие между
атомами описывается некоторым потенциалом парного взаимодействия u(r), где r -
расстояние между атомами. Например, это может быть потенциал Леннарда-Джонса

u(r) =
A

r12
− B

r6
. Буши мод для этой модели были найдены в работе [7]. Рассмотрим

расщепление систем линеаризованных в окрестности трех из них: одномерного буша
B[Oh], двумерного B[D4h] и трехмерного B[C4v] (в квадратных скобках указаны груп-
пы симметрии рассматриваемых бушей, которые являются подгруппами группы Oh).

Рис. 1. Октаэдрическая структура с груп-

пой симметрии Oh.

Буш B[Oh] описывает колебания правиль-
ного октаэдра с длиной ребра a = a(t),
которая может быть выбрана в качестве
единственной динамической переменной,
характеризующей данный режим. Уравне-
ние движения для a(t) имеет вид [7]:

ä = −4u′(a)−
√

2 u′(
√

2 a). (7)

Проведенный теоретико-групповой анализ
показал, что линеаризованная в окрест-
ности буша B[Oh] система динамических
уравнений распадается на 12 независимых

уравнений (по числу колебательных степеней свободы рассматриваемой модели). Об-
щий вид этих уравнений может быть записан как

ÿj =
((
γ1φ

(√
2a
)

+ γ2φ (a)
)

(a− a0) + γ3ψ
(√

2a
)

+ γ4ψ (a)
)
yj, (8)

где функции φ и ψ имеют вид

φ(r) =
1

r2

d2u(r)

dr2
− 1

r3

du(r)

dr
, ψ(r) =

1

r

du(r)

dr
,

где γk – соответствующие константы, a0 – равновесная длина ребра октаэдра.
Трехмерному бушу B[C4v] соответствуют колебания октаэдра, вытянутого вдоль

одной из своих пространственных диагоналей. В качестве динамических переменных, в
добавление к a(t), для этого буша можно выбрать расстояния от двух атомов, лежащих
на этой диагонали, до плоскости, образованной четырьмя другими атомами: h1 = h1(t)

и h2 = h2(t) (см. Рис. ). Уравнения движения для буша B[C4v] имеют вид [7]:

ä = −2u′(a)−
√

2u′(
√

2a)− u′(b)a
b
− u′(c)a

c
,

ḧ1 = −u′(b)5h1 − h2

b
− u′(h1 + h2), ḧ2 = −u′(c)5h2 − h1

c
− u′(h1 + h2),

(9)

где

b =
1

2

√
2a2 + (5h1 − h2)

2, c =
1

2

√
2a2 + (5h2 − h1)

2
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Двумерный буш B[D4h] является частным случаем буша B[C4v] при h1(t) = h2(t) = h(t).
В результате применения рассматриваемого нами метода расщепления линеаризо-

ванной системы для этих бушей были получены подсистемы вида

ÿj = Kj(t)yj , (10)

где коэффициенты матриц Kj(t) зависят от переменных a(t), h1(t) и h2(t) достаточно
сложным образом. Для буша B[D4h] исходная линеаризованная система расщепляется
на три подсистемы из двух уравнений и шесть независимых уравнений, а для буша
B[C4v] имеем три подсистемы из трех уравнений и по одной подсистеме из одного и
двух уравнений.
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НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

А.Н. Зарубин, Е.А. Зарубин
Орловский государственный университет, 302026, Орел, ул. Комсомольская, 95

1. Введение. Уравнение
{
uxx(x, t)−Dα

0tu(x, t) = −H(t− h)u(x, t− h), t > 0,

uxx(x, t)− utt(x, t) = H(x− τ)u(x− τ, t), t < 0,
(1)

где 0 < α < 1; 0 < τ, h ≡ const; H(ξ) - функция Хевисайда; Dα
0t - оператор дробного [1]

интегро-дифференцирования (в смысле Римана-Лиувилля), действующий на функцию

u(x, t) по переменной t, рассмотрим в области D = D+
⋃
D−⋃J , когда D+ =

+∞⋃
l=0

D+
l =

{(x, t) : |x| < +∞; t > 0} и D− =
+∞⋃
k=0

D−
k – «параболическая» и гиперболическая части

области D, а
J = {(x, t) : x > 0; t = 0} ,

причем
D+

l = {(x, t) : |x| < +∞; lh 6 t 6 (l + 1)h} ,
D−

k = {(x, t) : kτ − t < x < (k + 1)τ + t;−τ/2 < t < 0} .

59



Задача. Найти в области D решение u(x, t) уравнения (1) такое, что Dα−1
0t u(x, t) ∈

C(D+), t1−αDα
0tu(x, t) ∈ C(D+

⋃
J), u(x, t) ∈ C(D−),uxx(x, t) ∈ C(D−⋃D+), utt(x, t) ∈

C(D−), удовлетворяющее краевым условиям

lim
t→0+

Dα−1
0t u(x, t) = 0,−∞ < x 6 0, (2)

u(x, kτ − x) = ψk(x), kτ 6 x 6 (2k + 1)τ/2, (3)

и условиям сопряжения

lim
t→0+

Dα−1
0t u(x, t) = lim

t→0−
u(x, t), x ∈ J, (4)

lim
t→0+

t1−αDα
0tu(x, t) = lim

t→0−
ut(x, t), x ∈ J, (5)

причем ψk(x) ∈ C [kτ, (2k + 1)τ/2]
⋂
C2 (kτ, (2k + 1)τ/2) – заданные функции;

ψ0(0) = 0, lim
k→+∞

max
x∈[kτ,(2k+1)τ/2]

|ψk(x)| = 0.

2. Единственность решения задачи. Пусть существует решение исследуемой
задачи. Введем обозначения

lim
t→0+

Dα−1
0t u(x, t) = ω1(x), lim

t→0−
u(x, t) = ω2(x), (6)

lim
t→0+

t1−αDα
0tu(x, t) = ν1(x), lim

t→0−
ut(x, t) = ν2(x). (7)

Известно [2], что решение уравнения (1) в полуплоскости t > 0, удовлетворяющее
условию (2) и условию

lim
t→0+

Dα−1
0t u(x, t) = ω1(x), x ∈ J,

дается формулой

u(x, t) =
{
ul(x, t), (x, t) ∈ D+

l (l = 0, 1, 2, ...)
}
, (8)

где

ul(x, t) =

+∞∫

0

ω1(ξ)Gl(x− ξ, t)dξ, (9)

а

Gl(x, t) =
1

x
√
π

l∑

θ=0

(t− θh)(θ+1)α−1

θ!αθ

(
(t− θh)1−α d

dt

)θ

× (10)

×
{

(t− θh)θαH20
12

[
x2

4(t− θh)α

∣∣∣((θ+1)α,α)

( 1
2
,1),(1,1)

]}
,

в которой Hmn
pq [...] – функция Фокса [3].

Исходя из (8)–(10), можно показать, что равенство

ν1(x) =
1

Γ(α)
ω

′′

1 (x), x ∈ J, (11)
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является функциональным соотношением между ω1(x) и ν1(x), принесенным из «па-
раболической» части D+ области D на линию t = 0.

Решение задачи Коши для уравнения (1) в области D−, удовлетворяющее условиям

lim
t→0−

u(x, t) = ω2(x), lim
t→0−

ut(x, t) = ν2(x), x ∈ J,

имеет [4] вид

u(x, t) =
{
uk(x, t), (x, t) ∈ D−

k (k = 0, 1, 2, ...)
}
, (12)

где

uk(x, t) = φ(x, t)H(x) +

k∑

m=1

γmH(x−mτ)
x−mτ∫

0

η((x−mτ)2 − η2)m−1φ(η, t)dη, (13)

а

φ(x, t) =
1

2
[zω2(x− t) + zω2(x+ t)] +

1

2

x+t∫

x−t

zν2(ξ)dξ, (14)

причем

zω2(x) = ω2(x)H(x) +
k∑

m=1

(−1)mγmH(x−mτ)
x−mτ∫

0

η(x2 − (η +mτ)2)m−1ω2(η)dη,

γm =
(
m!Γ(m)22m−1

)−1
,

а zν2(x) соответствует zω2(x) при замене ω2(x) на ν2(x).
Функциональное соотношение между ω2(x) и ν2(x), принесенное на линию t = 0 из

гиперболической части D− области D, можно получить из (12)-(14), учитывая условие
(3), которое имеет [4] форму

ν2(x) = ω
′

2(x)H(x) +

k∑

m=1

γmH(x−mτ)×

×
x−mτ∫

0

(x−mτ − η)2(m−1)ω2(η)dη + δk(x), kτ < x < (k + 1)τ,

(15)

где

δk(x) = ρ
′

k(x)H(x)

−
k∑

m=1

(−1)mγmH(x−mτ)





x−mτ∫

(k−m)τ

η(x2 − (η +mτ)2)m−1δk−m(η)dη+

+

k−m+1∑

θ=0

(θ+1)τ∫

θτ

η(x2 − (η +mτ)2)m−1δθ(η)dη



 ,
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ρk(x) = 2φ ((x+ kτ)/2, rk ((x+ kτ)/2)) , причем rk(x) = kτ − x,
φ(x, rk(x)) = ψk(x)H(x)

−
k∑

m=1

γmH(x−mτ)






x−mτ∫

(k−m)τ

η((x−mτ)2 − η2)m−1φ(η, rk−m(x))dη+

+

k−m+1∑

θ=0

(θ+1)τ∫

θτ

η((x−mτ)2 − η2)m−1φ(η, rθ(x))dη



 .

Покажем, что однородная задача (ψk(x) ≡ 0) имеет тривиальное решение.

Оценим интеграл I =

+∞∫

0

ω1(x)ν1(x)dx =
+∞∑

k=0

Ik, где

Ik =

(k+1)τ∫

kτ

ω1(x)ν1(x)dx. (16)

Учитывая в интеграле (16) функциональное соотношение (11) и ω1(kτ) =

ω1((k + 1)τ) = 0, интегрируя по частям, получим

Ik =
1

Γ(α)

(k+1)τ∫

kτ

ω1(x)ω
′′

1 (x)dx = − 1

Γ(α)

(k+1)τ∫

kτ

(
ω

′

1(x)
)2

dx 6 0. (17)

Значит, Ik 6 0 и I 6 0. Далее, в силу (4)–(5) и (6)–(7),

I =

+∞∫

0

ω1(x)ν1(x)dx =

+∞∫

0

ω2(x)ν2(x)dx =
+∞∑

k=0

Ik,

где

Ik =

(k+1)τ∫

kτ

ω2(x)ν2(x)dx.

Покажем, что для гиперболической области D− справедливо неравенство I > 0.
Так как ψk(x) ≡ 0, то (15) можно записать в виде

ν2(x) = ω
′

2(x)H(x) +

k∑

m=1

γmH(x−mτ)
x−mτ∫

0

(x− η −mτ)2(m−1)ω2(η)dη. (18)

При k = 0, т.е. когда 0 < x < τ , из (18) имеем ν2(x) = ω
′

2(x), а потому

I0 =

τ∫

0

ω2(x)ν2(x)dx =
1

2

τ∫

0

(
(ω2(x))

2)′
x
dx = 0. (19)
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Из (17), (19) получаем
τ∫
0

(
ω

′

1(x)
)2
dx = 0, т.е. ω

′

1(x) ≡ 0, x ∈ (0; τ) и, следовательно,

ω1(x) ≡ const, x ∈ (0; τ). Но, ω1(0) = ω1(τ) = 0, а потому ω1(x) ≡ 0, x ∈ [0; τ ].
При k = 1, т.е. когда τ < x < 2τ , из (18), на основании ω1(x) = ω2(x) = 0, x ∈ [0; τ ],

имеем ν2(x) = ω
′

2(x). Поэтому

I1 =

2τ∫

τ

ω2(x)ν2(x)dx =
1

2

2τ∫

τ

(
(ω2(x))

2)′
x
dx = 0. (20)

Из (16) и (20) следует равенство

2τ∫

τ

(
ω

′

1(x)
)2

dx = 0, т.е. ω
′

1(x) ≡ 0, x ∈ (τ ; 2τ) и,

следовательно, ω1(x) ≡ const, x ∈ (τ ; 2τ). Но ω1(τ) = ω1(2τ) = 0, а потому ω1(x) ≡
0, x ∈ [τ ; 2τ ].

Аналогично можно показать, что ω1(x) ≡ 0, x ∈ J . Это, согласно (11), (8), (12),
означает, что u(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D, что и доказывает единственность решения задачи.

3. Существование решения задачи. Для доказательства существования реше-
ния задачи сведем ее с помощью функциональных соотношений (11), (15), условий
(4)-(5), (6)-(7) к интегро-дифференциально-разностному уравнению

ω
′′

1 (x)− Γ(α)ω
′

1(x) = gk(x) ≡ Γ(α)δk(x)+

+ Γ(α)
k∑

m=1

γmH(x−mτ)
x−mτ∫

0

(x−mτ − η)2(m−1)ω1(η)dη, kτ < x < (k + 1)τ
(21)

и условиям

ω1(kτ) = ψk(kτ);ω1((k + 1)τ) = ψk+1((k + 1)τ), k = 0, 1, 2, ... . (22)

Единственное решение задачи (21)–(22) имеет вид

ω1(x) = A1kψk(kτ) + A2kψk+1((k + 1)τ)−
(k+1)τ∫

kτ

gk(t)Gk(x, t)dt, kτ 6 x 6 (k + 1)τ, (23)

где

A1k =
sh [((k + 1)τ − x)Γ(α)/2]

sh [τΓ(α)/2]
exp [(x− kτ)Γ(α)/2] ,

A2k =
sh [(x− kτ)Γ(α)/2]

sh [τΓ(α)/2]
exp [(x− (k + 1)τ)Γ(α)/2] ,

Gk(x, t) =
2exp [((k + 1)τ − t)Γ(α)/2]

Γ(α)sh [τΓ(α)/2] exp [((k + 1)τ − x)Γ(α)/2]
×

×
{

sh [((k + 1)τ − x)Γ(α)/2] sh [(t− kτ)Γ(α)/2] , kτ < t < x,

sh [((k + 1)τ − t)Γ(α)/2] sh [(x− kτ)Γ(α)/2] , x < t < (k + 1)τ.

Равенство (23) представляет собой рекуррентное соотношение для получения решений
ω1(x) при kτ 6 x 6 (k + 1)τ (k = 0, 1, 2, ...) с учетом выражений для gk(x) из (21).
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Подставляя (23) в (9), получаем явное решение u(x, t) в области D+.
Учитывая (23) в (11), найдем ν1(x), а на основании (12) решение u(x, t) в области

D−. Используя явный вид решений в областях D+ и D−, непосредственно проверяется
выполнение краевых условий (2)-(3) и условий сопряжения (4)-(5), а также принад-
лежность полученного решения поставленной задачи классу искомых функций u(x, t).

Это завершает доказательство существования решения исходной задачи.
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НЕТЕРОВЫ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ОДУ С
СИНГУЛЯРНЫМ ВОЗМУЩЕНИЕМ

Л.И. Каранджулов
Технический Универсистет-София, Болгария, P.O.Box 384, 1000 Sofia, Bulgaria

e-mail: likar@tu-sofia.bg

1. Постановка задачи и предварительные результаты. В этом работе рас-
сматривается поведение решений при ε→ 0 линейных краевых задач

ε
dx

dt
= Ax+ εA1(t)x+ ϕ(t), t ∈ [a, b], 0 < ε≪ 1, (1)

l(x) = h, h ∈ Rm, (2)

где коэфициенты системы (1), (2) подчиним условиям:

У1) A – постоянная n × n матрица, собственные числа таковы, что λi = 0, i = 1, k,

k < n,Reλi < 0, i = k + 1, n, причем нулевому собственному числу соответствует
k линейно независимых собственных векторов матрицы A.

У2) A1(t) – (n×n) матрица, A1(t) ∈ C∞[a, b], ϕ(t) – n−мерная вектор-функция, такая,
что ϕ(t) ∈ C∞[a, b];

У3) l – m-мерный ограниченный векторный функционал l = col(l1, . . . , lm),

l ∈ (x : C[a, b]→ Rn,Rm);

У4) Вырожденная при ε = 0 система (1) Ax0 + ϕ(t) = 0 разрeшима относительно x0.
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Условие У1) показывает, что рассматриваем критический случай [3].
Пусть матрица A+ единственная (n× n)-псевдообратная по Муру-Пенроузу к мат-

рице A [5], [6]. Через PA и PA∗ обозначаем ортопроекторы PA : Rn → ker(A), PA∗ : Rn →
ker(A∗) , A∗ = AT . Из условия У1) следует, что rankA = n − k и rankPA = rankPA∗ =

n − (n − k) = k. Через PAk
будем обозначать (n × k)-матрицу, которая составлена из

k линейно независимых столбцов матрицы PA, и через PA∗
k

– (k × n)-матрицу, состав-
ленную из k линейно независимых строк матрицы PA∗ .

Мы рассматриваем задачу (1), (2) в классе непрерывно дифференцируемых функ-
ций. Тогда область определения D(Lε) оператора (Lεx)(t) = εdx

dt
− Ax(t) − εA1(t)x(t)

состоит из непрерывно-дифференцируемых на [a, b] функций, удовлетворяющих гра-
ничным условиям (2). Вырожденная система Ax0(t)+ϕ(t) = 0 разрешима относитель-
но x0 тогда и только тогда, когда PA∗ϕ(t) = 0 для каждого t ∈ [a, b]. В этом случае
решение системы имеет вид

x0(t) = PAk
α0(t)− A+ϕ(t), (3)

где α0(t) – произвольная k-мерная вектор-функция.
Можно считать, что x0(t) не принадлежит области D(Lε) и условие (2) для x0 не

выполнено.
Пусть система (1) имеет решение при произвольной ϕ ∈ C∞[a, b]. Тогда размер-

ность ядра оператора Lε равна размерности n системы (1) и граничная система (1),
(2) будет иметь индекс n−m : ind[Lε, l] = n−m. Задача с нулевым индексом m = n на-
зывается фредгольмовой. Задача с ненулевым индексом m 6= n называется нетеровой.
Можно сказать, что если размерность n дифференциальной системы (1) не совпадает
с размерностью m векторного функционалом l, то задача (1), (2) является нетеровой
[1].

Мы исследуем случай, когда m 6= n, т.е. исследуем нетерову краевую задачу. В
работе получено условие разрешимости и построено асимптотическое представление
решения задачи (1), (2) методом пограничных функций [2, 3]. Показано, что при опре-
деленных условиях краевая задача (1), (2) имеет решение с единственной граничной
функцией в окрестности точки t = a. Решение x(t, ε) при ε → 0 будет стремиться к
одному из решений вырожденной системы (3) при t ∈ (a, b].

Лемма 1. Пусть для матрицы A выполнено условие У1), а для вектор-функции

f(τ) ∈ C[0,+∞) – неравенство ‖f(τ)‖ < c1e
−α1τ при τ ≥ 0, c1 > 0, α1 > 0. Тог-

да существуют положительные постоянные c и β такие, что, система dx/dτ =

Ax + f(τ) имеет частное решение вида x(τ) =
∫∞
0
K(τ, s)f(s)ds, удовлетворяющее

неравенству ‖x(τ)‖ ≤ c exp(−γτ), τ ≥ 0, где

K(τ, s) =

{
X(τ)PX−1(s) при 0 ≤ s ≤ τ <∞,
−X(τ)(I − P )X−1(s) при 0 < τ < s ≤ ∞.

Здесь P – спектральный проектор матрицы A на левую полуплоскость, a X(τ), –

нормальная фундаментальная матрица однородной системы dx
dτ

= Ax, τ = t−a
ε

.

Доказательство леммы 1 проводится традиционным способом (см., например, [8]
или леммы 2.1 из [4]).
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Обозначим через Xn−k(τ) – (m× (n− k))-подматрицу, которая получается из X(τ)

и содержит только экспоненциально малые елементы (см. [7]). Пусть D(ε) = l(Xn−k)

– (m × (n− k))-матрица. Вид функционала l определяет структуру матрицы D(ε). В
работе [7] рассмотрен случай, когда матрицу D(ε) можно представить в виде

D(ε) = D0 +O
(
exp

(
−α
ε

))
,

где D0 = lim
ε→0

D(ε) – постоянная матрица, а O
(
exp

(
−α

ε

))
, α > 0 – матрица соответ-

ствующей размерности, компоненты которой бесконечно малы по сравнению с произ-
вольной степенью ε.

Если функционал содержит интегральные члены, то можно рассмотреть второй
случай, когда

D(ε) = D0(ε) + εD1(ε) + · · ·+ εsDs(ε) +O
(
exp

(
−α
ε

))
, (4)

где Di(ε) – (m × (n − k))-матрицы, α > 0. Элементы матрицы Di(ε) – непрерывные
для каждого ε ∈ (0, ε0] и lim

ε→0
Di(ε) = Di. Доопределяем матрицы Di(ε) при ε = 0

следующим образом: Di(0) = Di. Тогда (4) принимает вид

D(ε) = D0 + εD1 + · · ·+ εsDs +O
(
εq exp

(
−α
ε

))
, (5)

где Di – постоянные (m× (n− k)) матрицы.
В этой работе мы рассматриваем случай (4). Тогда асимтотика решения (1), (2)

строится иным способом и при других условиях, чем в [7].
Рассмотрим систему

Cż(t) = B(t)z(t) + l(t), t ∈ [a, b], (6)

где

C = PA∗
k
PAk

, B(t) = PA∗
k
A1(t)PAk

, (7)

a l(t) – k-мерная вектор-функция такая, что l(t) ∈ C∞[a, b].

Принимая во внимание условие У1) и вид ортопроекторов, легко доказать невырож-
денность (k× k)-матрицы C из (7). Дифференциальная система (6) всегда разрешима
и имеет общее решение

z(t) = Φ(t)η +

∫ t

a

Φ(t)Φ−1(s)C−1l(s)ds, (8)

где Φ(t) – нормальная фундаментальная (k × k)-матрица системы ż = C−1B(t)z, η –
произвольный k-мерный вектор.

2. Асимптотическое разложение. Решение задачи (1), (2) будем искать в виде

x(t, ε) =

∞∑

i=0

εi(xi(t) + Πi(τ)), τ =
t− a
ε

, (9)
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где xi(t) и Πi(τ)) – неизвестные n-мерные вектор-функции. Через Πi(τ)) обозначены
граничные функции в окрестности точки t = a. Они будут построенs так, что придо-
статочно малом на сегменте [a, b] ε выполняются неравенства

‖Πi(τ))‖ ≤ γi exp(−αiτ), γi > 0, αi > 0, i = 0, 1, 2, · · · , τ ≥ 0. (10)

Для определения коэффициентов xi(t) получаем систему

Axi(t) = fi(t), t ∈ [a, b], i = 0, 1, . . . , (11)

fi(t) =

{
−ϕ(t) при i = 0,

(L1xi−1)(t) при i = 1, 2, . . . ,

где L1 – дифференциальный оператор L1(x(t)) = dx(t)
dt
− A1x(t). Граничные функции

Πi(τ) определяются из краевых задач

d

dτ
Πi(τ) = AΠi(τ) + ψi(τ), τ ∈ [τa, τb], τb =

b− a
ε

, (12)

l(xi(·)) + l(Πi

(
(·)− a
ε

)
=

{
h, при i = 0,

0 при i = 1, 2, . . . ,
(13)

где

ψi(τ) =






0 при i = 0,
0∑

q=i−1

1
q!
τ qA

(q)
1 (a)Πi−1−q(τ) при i = 1, 2, . . . .

Решение системы (11) при i = 0 имеет вид (3). Неизвестная k-мерная вектор-
функция α0(t) будет определяться из условия разрешимости системы (11) при i = 1.

Решение системы (12) при i = 0 имеет вид Π0(τ) = X(τ)c, c ∈ Rn. Для того
чтобы выполнялось требование lim

τ→∞
Π0(τ) = 0 нужно положить в общем решении k

компонент вектора c равными нулю. Поэтому решение Π0(τ) примет вид

Π0(τ) = Xn−k(τ)c0, c0 ∈ Rn−k. (14)

Подставляя (3) и (14) в краевое условие (13) при i = 0, получаем, что постоянный
вектор c0 и вектор-функция α0(t) удовлетворяют уравнению

l1(α(·)) +D(ε)c0 = h0, (15)

где l1(α(·)) ≡ l(PAα(·)), h0 = h+ l(A+ϕ(·)) – m-мерный вектор-столбец.
Рассмотрим систему (11) при i = 1. Тогда x1(t) определяется из уравнения Ax1(t) =

(L1x0)(t), условие разрешимости которого приводит, с учетом (15), к следующей крае-
вой задаче для определения вектор-функции α0(t):

C
d

dt
α0(t) = B(t)α0(t) + g0(t), t ∈ [a, b],

l1(α0(·)) +D(ε)c0 = h0,
(16)
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где C, B(t) матрицы из (7), а g0(t) = −PA∗(L1A
+ϕ)(t).

Согласно (7) и (8) при l(t) ≡ g0(t) имеем

α0(t) = Φ(t)η0 +

∫ t

a

Φ(t)Φ−1(s)C−1g0(s)ds, η0 ∈ Rk, (17)

Подставляя (17) в краевое условие из (16) получим алгебраическую систему отно-
сительно η0 и c0

D(ε)c0 +Qη0 = h̄0, (18)

где Q = l1(Φ(·)) – (m× k)-матрица, h̄0 = h0 − l
(∫ (·)

a
Φ(·)Φ−1(s)C−1g0(s)ds

)
∈ Rm.

Вектор c0 ищем в виде

c0 = c0(ε) =

s∑

j=0

c0jε
j, c0j ∈ Rn−k. (19)

Коэффициенты c0k определим из (18).
Введем ((2s+ 1)m× (s+ 1)(n− k))-блочную матрицу




D0

D1 D0 0

D2 D1 D0

...
...

...
. . .

Ds Ds−1 Ds−2 . . . D0

Ds Ds−1 . . . D1

Ds . . . D2

0 . . .
...

Ds




,

а также (2s+ 1)m-мерный вектор

bi =


bi0 −Qηi, bi1, · · · , bis︸ ︷︷ ︸

sm

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
sm




T

при i = 0, 1, 2, · · · ,

где bij – постоянные m-мерные векторы, которые в дальнейшем принимают опреде-
ленный вид, ηi ∈ Rk, i = 0, s.

Матрица M+ состоит из (2s + 1) блоков из m столбцов. Через [M+]1m обозна-
чим первый блок из m столбцов, а через [M+]2s

m – остальные блоки. Пусть PM∗ –
ортопроектор:R(2s+1)m → ker(M∗), которой представляет ((2s + 1)m × (2s + 1)m)-
матрица, а PM∗

d
– (d× (2s+ 1)m)-матрица, которая состоит из d линейно независимых

столбцов матрицы PM∗ . Через
[
PM∗

d

]1
m

обозначим первый блок из m столбцов матрицы
PM∗

d
, а через

[
PM∗

d

]s
m

– следующие s блоков из m столбцов.

Лемма 2. Пусть выполнены условия:

68



(a) rankM = (s+ 1)(n− k) < (2s+ 1)m, d = (2s+ 1)m− (s+ 1)(n− k);
(b) rankR = d = k (detR 6= 0), R =

[
PM∗

d

]1
m
Q− (d× k)−матрица;

(c)
[
PM∗

d

]s
m

(bi1, Bi2, · · · , bis)T = 0, i = 0, s.

Тогда из алгебраической системы

Mci = bi, (20)

где ci = (ci0, · · · , cis)T , cij ∈ Rn−k, i = 0, 1, · · · единственным образом определяются

ηi, ci0, · · · , cis:
ηi = R−1

[
PM∗

d

]1
m
bi0, (21)

cij =
{[
M+

]1
m

(
Em −QR−1

[
PM∗

d

]1
m

)
bi0 +

[
M+

]2s

m
(bi1, · · · , bis)T

}
(n−k)j

, (22)

j = 0, s.

Замечание 1. Если (bi1, bi2, · · · , bis)T = (0, 0, · · · , 0)T , условие (c) леммы превраща-
ется в тождество.

Замечание 2. Очевидно, векторы ci0, · · · , cis можно определить последовательно
из системы (20). Тогда необходимо изменить условия леммы.

Замечание 3. Если rankM < min((s+ 1)(n− k), (2s+ 1)m), то cij , j = 0, s опреде-
ляются при других условиях.

Введем обозначения:

x0(t) = P(Ak)Φ(t)R−1
[
PM∗

d

]1
m
h̄0 + x̄0, (23)

где

x̄0(t) = PAk

t∫

a

Φ(t)Φ−1(s)C−1g0(s)ds−A+ϕ(t) (24)

и
xi(t) = P(Ak)Φ(t)R−1

[
PM∗

d

]1
m
bi0 + xi(t),

Πi(τ) = Xn−k

s∑
j=0

{
[M+]

1
m

(
Em −QR−1

[
PM∗

d

]1
m

)
bi0+

+ [M+]
2s
m (bi1, · · · , bis)T

}
(n−k)j

εj + Πi(τ),

(25)

где

xi(t) = PAk
Φ(t)

t∫
a

Φ(t)Φ−1(s)C−1gi(s)ds+ A+(L1xi−1)(t),

Πi(τ) =
∞∫
0

K(τ, s)ψi(s)ds, i = 1, 2, · · · .
(26)

Теорема 1. Пусть выполнены условия У1) – У4) и условия леммы 2. Тогда краевая

задача (1), (2) имеет единственное решение, представимое формальным асимптоти-

ческим рядом вида (9). Коэффициенты разложения xi(t),Πi(τ) имеют вид (23)–(26).

Граничные функции Πi(τ) удовлетворяют неравенству (10). Это решение при ε→ 0

стремится к решению (23) вырожденной системы при t ∈ (a, b].
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Замечание 4. Доказательство того, что для формального ряда (9) справедлива
оценка

‖x(t, ε)−Xn(t, ε)‖ 6 Kεn+1, K > 0, где Xn(t, ε) =

n∑

i=0

[xi(t) + Πi(τ)] εi

представляет самостоятельный интерес.
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НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ, ОБЛАДАЮЩЕЕ
ОПЕРАТОРОМ РАССЕЯНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

А.И. Карюк, Т.В. Редькина
Ставропольский Государственный Университет

Операторное уравнение Лакса [1] имеет вид

Lt = [L,A] = LA− AL, (1)

где операторы могут быть различной природы (дифференциальные, интегральные,
матрицы, проектирующие и др.). Идея, лежащая в основе работы Лакса, заключает-
ся в том, что нелинейное операторное уравнение (1) эквивалентно системе линейных
уравнений:

Lϕ = µϕ, ϕt = −Aϕ,
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где для оператора L поставлена спектральная задача (ϕ – собственная функция, µ
– собственное значение оператора L), оператор A определяет эволюцию собственных
функций по времени.

Рассмотрим частный случай, когда L, A - дифференциальные операторы первого
порядка, заданные на некотором пространстве непрерывных и дифференцируемых
функций и имеющие вид

L = α
∂

∂x
+ u, A = β

∂

∂x
+ v, (2)

где α = (αij), β = (βij), i, j = 1, 2, 3 – постоянные матрицы третьего порядка, u(x, t) =

(uij), v(x, t) = (vij) – матрицы 3× 3 с элементами uij(x, t), vij(x, t), i, j = 1, 2, 3.
Лемма 1. Правая часть уравнения Лакса (1) представляет собой дифференциаль-

ный оператор второго порядка вида:

[L,A] = [α, β]
∂2

∂x2
+ ([u, β] + [v, α])

∂

∂x
+ ([u, v] + (αvx − βux)) .

Следствие 1. Если матрицы α, β, u, v удовлетворяют следующим условиям

[α, β] = 0, [u, β] + [α, v] = 0, (3)

то коммутатор [L,A] представляет собой оператор умножения

[L,A] = [u, v] + (αvx − βux).

Лемма 2. Условия (3) выполняются тогда и только тогда, когда имеют место
равенства:

3∑

k=1

(αjkβkj − βjkαkj) = 0,

3∑

k=1

(ujkβkj − βjkukj + αjkvkj − vjkαkj) = 0,

3∑

k=1

(αjkβkm − βjkαkm) = 0,

3∑

k=1

(umkβkj − βmkukj + αmkvkj − vmkαkj) = 0,

где j,m = 1, 2, 3, j 6= m.
Замечание. При условии выполнения лемм 1 и 2 уравнение Лакса эквивалентно

следующей системе:

uij,t =

3∑

k=1

(uikvkj − vikukj) +

3∑

k=1

(αikvkj,x − βikukj,x),

где i, j = 1, 2, 3.
Теорема. Если выполняются условия α11 = −α22 = −α33, α12 = 0, α13 = 0, α23 = 0,

α21 6= 0, α31 6= 0, α32 6= 0, β21 = kα21, β31 = kα31, β32 = kα32, k 6= 0, u12 6= 0, u13 6= 0,
u13z 6= 0, u23 6= 0, v11 = −v22 = v33, то операторное уравнение Лакса (1) эквивалентно
нелинейному уравнению с частными производными:

wx′z′ = αew(wx′ + wz′ − w), (4)
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где α – постоянная.
Доказательство. При выполнении условий теоремы коэффициенты операторов (2)

имеют вид:

α =




α11 0 0

α21 −α11 0

α31 α32 −α11


 , β =




3kα11 0 0

kα21 kα11 0

kα31 kα32 kα11


 ,

u =




u11 u12 u13

u21 u22 u23

u31 u32 u22 + 2
k
v11


 , v =




v11 ku12 ku13

ku21 + α21p −v11 ku23

ku31 + α31p ku32 + α32p v11


 ,

где p = 1
α11

(
2v11+k(u22−u11)

)
. Это дает выполнение лемм 1,2, следствия 1 и упомянуто-

го выше замечания. Следовательно, уравнение Лакса эквивалентно системе дифферен-
циальных уравнений (для компактной записи введено обозначение 2kα11∂x + ∂t = ∂z):

u11z + kα11u11x − α11v11x = p(α21u12 + α31u13), (5)

u12z = p(α32u13 − 2α11u12), (6)

u13z = −2α11u13p, (7)

u21z = p
(
α21(u22 − u11) + α31u23 + 2α11u21

)
− k

2
α21(u11 + u22)x, (8)

u22z − kα11u22x − α11v11x = p(α32u23 − α21u12), (9)

u23z = −α21u13p, (10)

u31z = α32px −
k

2
α31(u11 + u22)x

+

(
α21u32 − α32u21 + α31

(
u22 − u11 +

2

k
v11

)
+ 2α11u31

)
p,

(11)

u32z = p (α32v11 − α31u12) + α32

(
v11 −

k

2

(
u11 + u22

))

x

, (12)

2

k
v11z + u22z − kα11u22x − α11v11x = −p (α31u13 + α32u23) , (13)

где p = 1
α11

(
2v11 + k(u22 − u11)

)
.

Покажем, что данную систему можно свести к одному нелинейному уравнению в
частных производных. Функцию u13(x, t) будем считать отличной от нуля и постара-
емся выразить остальные неизвестные функции через нее. Из уравнения (7) системы
путем деления на u13(x, t) получаем функцию v11(x, t):

v11 =
k

2
(u11 − u22)−

1

2
(ln u13)z.

В результате подстановки найденного значения в систему уравнение (10) интегри-
руется, и функция u23(x, t) явно выражается через функцию
u13(x, t), а уравнение (6) представляет собой линейное уравнение, решая которое, опре-
деляется вид функции u12(x, t):

u23 =
α21

2α11
u13, u12 = − α32

2α11
u13 ln u13.
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Находя разность уравнений (5) и (6), можно выразить сумму
α11k(u11+u22)x, в результате чего система сводится к такому виду, что интегрирование
по переменной z уравнений (5) и (9) становится возможным, следовательно, ранее
неизвестные функции u11(x, t) и u22(x, t) определяются в явном виде:

u11 =
α21α32

8α2
11

u13 ln u13 +
1

2k
(ln u13)z −

α11

2
(ln u13)x,

u22 = −α21α32

8α2
11

u13 ln u13 −
1

2k
(ln u13)z −

α11

2
(ln u13)x −

1

2α11

(
α31 +

α21α32

2α11

)
u13.

После подстановки найденных функций последнее равенство системы будет содер-
жать только одну функцию u13(x, t):

1

α11

(
α31 +

α21α32

4α11

)
u13z −

k

2

(
α31 +

α21α32

2α11

)
u13x

+
1

k
(ln u13)zz − α2

11k(ln u13)xx −
α21α32

4α2
11

u13 ln u13 = 0,

поэтому все прочие уравнения должны определять остальные неизвестные функции и
это действительно так.

В восьмом уравнении выражается производная функции u32z:

u32z = k
α32

4α11
(A +B)u13z + k

α32

4α11

(
3α21α32

8α2
11

−A− α31

kα11

)
u13z ln u13−

− α32(ln u13)xz + k
α32

4
(ln u13)x(ln u13)z − kα32

(
B +

3α21α32

8α2
11

)
u13x−

− k3α21α
2
32

8α2
11

u13x lnu13 − k
α11α32

2
(ln u13)xx − kA

α32

4α11
u13z(ln u13)z + +

α32

4α11
(ln u13)

2
z,

где для краткости записи введены обозначения постоянных

A =
α21α32

4α11
, B =

1

2α11

(
α31 +

α21α32

2α11

)
.

Заметим, что во всех остальных уравнениях функция u32 входит только как прозвод-
ная по z, следовтельно, от этой функции можно избавиться путем подстановки.

Четвертое уравнение системы, полученной после предыдущей замены, становится
линейным первого порядка относительно функции u21, интегрируя которое находим
ее явный вид:

u21 =
α21

2kα11

(ln u13)z +
α21

4α2
11

(
α31 +

α21α32

2α11

)
u13.

Седьмое равенство представляет уравнение второго порядка на функцию u31(x, t), но
не содержащее ее в явном виде, поэтому оно допускает понижение и в дальнейшем его
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полное интегрирование:

u31z =
1

2α11

(lnu13)z

u13

[
−2kA2

∫
u13u13x ln u13dz − 2kAα2

11

∫
u13(ln u13)xxdz+

+
kA2

2α11

(
lnu13 −

1

2

)
u2

13 − kA
(

2α31 +
3α21α32

2α11

)∫
u13u13xdz+

+
2A

k
(u13z − lnu13) +

A

α11

(
(k + 2)

α31

2
+ A(k + 2) +

α2
31

A

)
u2

13

2
−

−α32u13 (ln(ln u13)z)x + α32

∫
(ln(ln u13)z)x du13 +

α31

k
u13(ln(ln u13)z)z

]
.

Таким образом, найдены восемь неизвестных функций v11, u11, u12, u21, u22, u23, u31,
u32 и система из девяти уравнений свелась к одному:

1

α11

(
α31 +

α21α32

4α11

)
uz −

k

2

(
α31 +

α21α32

2α11

)
ux +

1

k
(ln u)zz

−α2
11k(lnu)xx −

α21α32

4α2
11

u lnu = 0,

где αij - постоянные элементы матрицы 3× 3, функция u = u13 6= 0, u13z 6= 0, u13x 6= 0.
Можно показать, что если выполнено одно из условий α31 = 0 или α31 = −α21α32

3α11
, то

линейное преобразование z′ = ±α11kz + x, x′ = z ± 1
α11k

x, приводит к обыкновенному
дифференциальному уравнению, Исключая эту возможность, положим α31 = −α21α32

2α11
и

для большей компактности записи дадим некоторым параметрам следующие значения:
α11 = 1

k
, k = 2.

После выполнения дополнительного преобразования

u(x′, z′) = ew(x′,z′), x′ = z + x, z′ =
1

5
(z − x)

получаем уравнение (4), где α = −(5/2)α21α32. Теорема доказана.
Следствие. Уравнение (4) эквивалентно уравнению Лакса с операторами вида

Lϕ = µϕ, ϕt = −Aϕ:

α =




1/2 0 0

α21 −1/2 0

γ α32 −1/2



 , β =




3 0 0

2α21 1 0

2γ 2α32 1



 , u =




u11 u12 u13

u21 u22 u23

u31 u32 u22 + v11



 ,

v = 2




1
2
v11 u12 u13

u21 + α21(u22 − u11 + v11) −1
2
v11 u23

u31 + α21α32(u22 − u11 + v11) u32 + α32(u22 − u11 + v11)
1
2
v11


 ,

где γ = α21α32,

v11 = α21α32e
w(2 + w), u11 =

1

2
(α21α32we

w + wz′) , u12 = −α32we
w, u23 = α21e

w,

u13 = ew, u21 = 2α2
21α32e

w +
α21

2
(wz′ + wx′), u22 = −α21α32e

w(
1

2
w + 2)− 1

2
wx′,

u31z = wze
−w
[
−4A2

∫
e2w(w + 5)wxdz + A2(2w + 11)e2w − α21α32

2
×

×
(
w +

∫
ewwxxdz − ew(w + lnwz)z

)
− α32

(
ew(lnwz)x −

∫
ew(lnwz)xdw

)]
,

u32z = α21α
2
32e

w [wx(w + 5)− 2wz(w + 1)] +
α32

2
wxx,
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где z = 2x+ t, z = 1
2
(x′ + 5z′), x = 1

2
(x′ − 5z′).
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДВУМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ
ГЕЛЬМГОЛЬЦА С ЗАДАНИЕМ УСЛОВИЙ ДИРИХЛЕ И ТРЕТЬЕГО

РОДА НА РАЗНЫХ СТОРОНАХ РАЗРЕЗОВ∗

В.В. Колыбасова
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, физический факультет,

кафедра математики. 119899, Москва, Ленинские горы

В настоящей работе изучается краевая задача для уравнения Гельмгольца вне раз-
резов на плоскости, при этом на одной стороне разрезов задано условие Дирихле, а
на другой – граничное условие третьего рода. С помощью потенциала простого слоя
и неклассического углового потенциала [1] задача сводится к системе сингулярных
интегральных уравнений с дополнительными условиями. Посредством регуляризации
и дальнейших преобразований эта система сводится к векторному уравнению Фред-
гольма второго рода, которое оказывается однозначно разрешимым. Численные мето-
ды решения сингулярных интегральных уравнений, возникающих в рассматриваемой
задаче, развиты в [2].

На плоскости x = (x1, x2) ∈ R2 рассмотрим совокупность простых разомкнутых
кривых Γ1, . . . ,ΓN ∈ C2,λ, λ ∈ (0, 1], не имеющих общих точек, в том числе и концов.

Положим Γ =
N⋃

n=1

Γn. Предположим, что каждая кривая Γn параметризована длиной

дуги s: Γn =
{
x: x = x(s) =

(
x1(s), x2(s)

)
, s ∈ [an, bn]

}
, n = 1, . . . , N , так, что

a1 < b1 < · · · < aN < bN . Совокупность отрезков оси Os
N⋃

n=1

[an, bn] далее также будем

обозначать Γ. Пусть τx =
(
x′1(s), x

′
2(s)

)
и nx =

(
x′2(s),−x′1(s)

)
– векторы касательной и

нормали к Γ в точке x(s). Будем рассматривать Γ как совокупность разрезов. Через Γ+

обозначим ту сторону контура Γ, которая остается слева при возрастании параметра s,
а через Γ− – противоположную сторону.

Будем говорить, что функция u(x) принадлежит классу гладкости K, если

1) u ∈ C0
(
R2 \ Γ

)
∩ C2 (R2 \ Γ) и u(x) непрерывна на концах разрезов Γ;

2) ∇u ∈ C0
(
R2 \ Γ \X

)
, где X – множество точек плоскости, состоящее из концов

Γ: X =
N⋃

n=1

(
x(an) ∪ x(bn)

)
;

∗Работа поддержана грантом РФФИ № 05-01-00050.
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3) в окрестности любой точки x(d) ∈ X для некоторых констант C > 0, ǫ > −1

выполняется неравенство
|∇u| 6 C|x− x(d)|ǫ, (1)

где x→ x(d) и d = an или d = bn, n = 1, . . . , N .

В определении класса K u(x) и ∇u(x) непрерывно продолжимы на разрезы Γ \X
слева и справа, но могут иметь скачок при переходе через Γ \X.

Задача U. Найти функцию u(x) из класса K, которая удовлетворяет уравнению
Гельмгольца

∆u(x) + k2u(x) = 0, x ∈ R2 \ Γ, k = const 6= 0, 0 6 arg k < π, (2)

граничным условиям
u(x)|x(s)∈Γ+ = f+(s), (3)

[
∂u(x)

∂nx
− β(s)u(x)

]∣∣∣∣
x(s)∈Γ−

= f(s) (4)

и условиям на бесконечности. Если arg k = 0, то на бесконечности потребуем выпол-
нение условий излучения Зоммерфельда

u = O
(
|x|−1/2

)
,

∂u(x)

∂|x| − iku(x) = o
(
|x|−1/2

)
, |x| =

√
x2

1 + x2
2 →∞.

Если 0 < arg k < π, то на бесконечности потребуем выполнения условий

u = o
(
|x|−1/2

)
, |∇u(x)| = o

(
|x|−1/2

)
, |x| → ∞.

Считаем, что β(s) ∈ C0(Γ) удовлетворяет одному из дополнительных условий:

1) если arg k = 0, то Im β(s) 6 0 для любого s ∈ Γ;

2) если arg k = π/2, то β(s) = Reβ(s) > 0 для любого s ∈ Γ;

3) если Re k 6= 0, Im k > 0, то (Re k) · Im β(s) 6 0 для любого s ∈ Γ.

Все условия задачи U должны выполняться в классическом смысле. Частным слу-
чаем задачи U при β(s) ≡ 0 является задача Дирихле–Неймана, рассмотренная в [4].
Задачи Дирихле и Неймана для уравнения Гельмгольца вне разрезов на плоскости
были изучены в [1], [3].

Замечание. С учетом (3) условие (4) можно заменить эквивалентным условием

∂u(x)

∂nx

∣∣∣∣
x(s)∈Γ−

+ β(s)
[
u(x)|x(s)∈Γ+ − u(x)|x(s)∈Γ−

]
= f−(s), (5)

где
f−(s) = f(s) + β(s)f+(s). (6)

С помощью энергетических тождеств и леммы Реллиха [5] можно доказать теоре-
му 1.

Теорема 1. Если Γ ∈ C2,λ, λ ∈ (0, 1], то задача U имеет не более одного решения.
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Ниже будем считать, что

f+(s) ∈ C1,λ(Γ), f(s), β(s) ∈ C0,λ(Γ), λ ∈ (0, 1]. (7)

Тогда из (6) получим f−(s) ∈ C0,λ(Γ).

Под
∫
Γ

. . . dσ будем понимать
N∑

n=1

bn∫
an

. . . dσ.

Вместо граничного условия (3) запишем эквивалентное

∂u(x)

∂τx

∣∣∣∣
x(s)∈Γ+

=
(
f+
)′

(s), (8)

u
(
x(an)

)
= f+(an), n = 1, . . . , N. (9)

Будем искать решение задачи U в виде

u[µ, ν](x) = T [µ](x) +W [ν](x), (10)

где

T [µ](x) =
i

4

∫

Γ

µ(σ)V (x, σ) dσ

– угловой потенциал из [1, 3] для уравнения Гельмгольца (2), его ядро

V (x, σ) =

σ∫

an

∂

∂ny
H(1)

0

(
k|x− y(ξ)|

)
dξ, σ ∈ [an, bn], n = 1, . . . , N,

W [ν](x) =
i

4

∫

Γ

ν(σ)H(1)
0

(
k|x− y(σ)|

)
dσ

– потенциал простого слоя, H(1)
0 (z) – функция Ханкеля первого рода нулевого поряд-

ка [6].
Будем искать µ(s), ν(s) в пространстве Cω

q (Γ), ω ∈ (0, 1], q ∈ [0, 1).
Будем говорить, что F(s) ∈ Cω

q (Γ), если F0(s) ∈ C0,ω(Γ), где F0(s) =

= F(s)
N∏

n=1

|s− an|q|s− bn|q, и ‖F(·)‖Cω
q (Γ) = ‖F0(·)‖C0,ω(Γ).

Кроме того, функция µ(s) должна удовлетворять условиям

bn∫

an

µ(σ) dσ = 0, n = 1, . . . , N. (11)

Используя результаты [1], можно проверить, что функция (10) удовлетворяет всем
условиям задачи, кроме граничных. Чтобы удовлетворить граничным условиям, под-
ставим (10) в (5), (8) и получим интегральные уравнения для µ(s) и ν(s) на Γ

µ(s) +
1

π

∫

Γ

ν(σ)
dσ

σ − s +

∫

Γ

µ(σ)v1(s, σ) dσ +

∫

Γ

ν(σ)v2(s, σ) dσ =
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= 2
(
f+
)′

(s), s ∈ Γ, (12)

−ν(s)− 1

π

∫

Γ

µ(σ)
dσ

σ − s +

∫

Γ

ν(σ)v3(s, σ) dσ −
∫

Γ

µ(σ)v4(s, σ) dσ +

+ 2β(s)ρ[µ](s) = 2f−(s), s ∈ Γ, (13)

где

v1(s, σ) =
1

π

cosϕ0

(
x(s), y(σ)

)

|x(s)− y(σ)| +
i

2

∂

∂s
V0

(
x(s), σ

)
,

v2(s, σ) =
1

π

(
sinϕ0

(
x(s), y(σ)

)

|x(s)− y(σ)| − 1

σ − s

)
+
i

2

∂

∂s
h
(
|x(s)− y(σ)|

)
,

v3(s, σ) =
1

π

cosϕ0

(
x(s), y(σ)

)

|x(s)− y(σ)| +
i

2

∂

∂nx

h
(
|x(s)− y(σ)|

)
,

v4(s, σ) =
1

π

(
sinϕ0

(
x(s), y(σ)

)

|x(s)− y(σ)| − 1

σ − s

)
− i

2

∂

∂nx
V0

(
x(s), σ

)
,

V0(x, σ) =

σ∫

an

∂

∂ny
h
(
k|x− y(ξ)|

)
dξ, h(z) = H(1)

0 (z)− 2i

π
ln
z

k
,

ρ[µ](s) =

s∫

an

µ(σ) dσ, σ ∈ [an, bn], n = 1, . . . , N.

Через ϕ0(x, y) обозначен угол между вектором−→xy и направлением нормали nx. Угол ϕ0(x, y)

считается положительным, если он отложен от nx против часовой стрелки, и отрица-
тельным в противном случае. Кроме того, ϕ0(x, y) непрерывен при x, y ∈ Γ, если x 6= y.
Согласно [1, 3] v3(s, σ) ∈ C0,λ(Γ × Γ) и vj(s, σ) ∈ C0,p0(Γ × Γ) при j =1, 2, 4. Здесь
p0 = λ, если 0 < λ < 1, и p0 = 1− ε0 для любого ε0 ∈ (0, 1), если λ = 1.

Уравнения (12), (13) представляют собой сингулярные интегральные уравнения с
ядром Коши [7].

Подставляя функцию (10) в условия (9), получим дополнительные уравнения для
µ(s), ν(s)

T [µ]
(
x(an)

)
+W [ν]

(
x(an)

)
= 0, n = 1, . . . , N. (14)

Произведем замену неизвестных функций µ(s), ν(s)

µ(s) =
(
µ1(s) + ν1(s)

)
/2, ν(s) =

(
µ1(s)− ν1(s)

)
/2

и перейдем от уравнений (12), (13) к их сумме и разности. Тогда характеристическая
часть каждого из полученных сингулярных интегральных уравнений содержит только
одну неизвестную функцию. Регуляризируя полученную систему по схеме из [7], с уче-
том условий (11), (14) приходим к векторному интегральному уравнению второго рода
и доказываем, что это уравнение фредгольмово, показываем, что однородное уравне-
ние имеет только тривиальное решение, а значит, неоднородное уравнение однозначно
разрешимо. Таким образом, система (11)–(14) однозначно разрешима.
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Теорема 2. Если Γ ∈ C2,λ и выполнены условия (7), то решение задачи U су-
ществует, единственно и дается формулой (10), где µ(s), ν(s) – единственное решение
системы (11)–(14) в Cp

3/4(Γ), p = min{1/4, λ}.
Решение задачи U удовлетворяет условию (1) с ǫ = −3/4.
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ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ ГРУППОВАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА

В.И. Лагно⋆, С.В. Спичак∗

⋆ Полтавский государственный педагогический университет,

36000, Полтава, ул. Остроградского, 2

∗ Институт математики НАН Украины, 01601, Киев, ул. Терещенковская, 3

Введение. Предметом изучения данной работы является групповая классифика-
ция квазилинейных двухмерных уравнений эллиптического типа

∆u = F (x, y, u, ux, uy), (1)

относительно алгебр Ли с нетривиальным фактором Леви.
В уравнении (1) ∆ = ∂2

x + ∂2
y – двумерный оператор Лапласа, u = u(x, y), F –

произвольная гладкая функция в некоторой области пространства W = R2 × V
1

=

〈x, y〉× 〈u, ux, uy〉. Функцию F считаем нелинейной хотя бы по одной из трех перемен-
ных u, ux, uy.

Теорема 1. Группа инвариантности уравнения (1) генерируется инфинитези-

мальными операторами

v = a(x, y)∂x + b(x, y)∂y + c(x, y, u)∂u, (2)

где функции a, b, c, F удовлетворяют следующей системе уравнений:

ay + bx = 0, ax − by = 0,

cxx + cyy + 2uxcxu + 2uycyu + (u2
x + u2

y)cuu + (cu − 2ax)F = (3)

= aFx + bFy + cFu + [cx + ux(cu − ax)− uybx]Fux + [cy + uy(cu − by)− uxay]Fuy .
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Групповую классификацию уравнения (1) проводим с точностью до эквивалент-
ности, которую определяют преобразования из группы эквивалентности уравнения
(1) (далее обозначаем ее E). Группа E состоит из тех преобразований

x̄ = α(x, y, u), ȳ = β(x, y, u), v = γ(x, y, u),
D(x̄, ȳ, v)

D(x, y, u)
6= 0,

которые сохраняют дифференциальную структуру уравнения (1), т.е трансформируют
его в уравнение вида

vx̄x̄ + vȳȳ = Φ(x̄, ȳ, v, vx̄, vȳ).

Прямые вычисления показали, что выполняется следующее

Утверждение 1. Группу E уравнения (1) образуют преобразования

x̄ = α(x, y), ȳ = β(x, y), v = γ(x, y, u), (4)

где αx = ǫβy, αy = −ǫβx (ǫ = ±1), α2
x + α2

y = β2
x + β2

y 6= 0, γu 6= 0.

Также, имеет место следующая

Лемма 1. Существует такие преобразования из группы E , которые сводят опе-

ратор (2) к одному из следующих двух:

v = ∂x; v = ∂u. (5)

Инвариантность относительно полупростых алгебр Ли операторов сим-
метрии. Описание квазилинейных уравнений вида (1), которые допускают полупрос-
тые алгебры Ли, начинаем с классификации тех уравнений, алгебры инвариантности
которых изоморфны простым классическим алгебрам Ли с наименьшей размерностью:
so(3) и sl(2,R).

Теорема 2. С точностью до эквивалентности существуют два класса квази-

линейных уравнений вида (1), которые допускают алгебры Ли операторов симметрии

изоморфных алгебре so(3). Представители этих классов уравнений и соответству-

ющие алгебры инвариантности таковы:

I. ∆u = ch−2 yF̃ (u, ω), ω = (u2
x + u2

y) ch2 y :

so1(3) = 〈∂x, sh y cosx∂x − ch y sin x∂y ,− sh y sin x∂x − ch y cosx∂y〉;

II. ∆u = ch−2 yF̃ (ξ ch y, η ch y),

ξ = (ux − thy) sinu+ uy cosu, η = (ux − thy) cosu− uy sin u :

so2(3) = 〈∂x, sh y cosx∂x − ch y sin x∂y + ch y cosx∂u,

− sh y sin x∂x − ch y cosx∂y − ch y sin x∂u〉.

Теорема 3. С точностью до эквивалентности существуют два класса квазили-

нейных уравнений вида (1), которые допускают алгебры Ли операторов симметрии

изоморфных алгебре sl(2,R). Представители этих классов уравнений и соответст-
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вующие алгебры инвариантности таковы:

I. ∆u = y−2F̃ (u, ω), ω = y2(u2
x + u2

y) :

sl1(2,R) = 〈2x∂x + 2y∂y,−(x2 − y2)∂x − 2xy∂y, ∂x〉;

II. ∆u = y−2F̃ (v, ω), v = (1− 2yux) cos 2u+ 2yuy sin 2u,

ω = 2yuy cos 2u− (1− 2yux) sin 2u :

sl2(2,R) = 〈2x∂x + 2y∂y,−(x2 − y2)∂x − 2xy∂y + y∂u, ∂x〉.

Далее, в соответствие с известной теоремой Картана [4] любую полупростую дейст-
вительную алгебру Ли можно разложить в прямую сумму попарно ортогональних
простых алгебр Ли и это разложение единственно (с точностью до изоморфизма).
Также известно (см., например, [4] ), что в теории абстрактных алгебр Ли над полем
R различают четыре типа классических простых алгебр Ли:

1 ) тип An−1(n > 1), который содержит четыре действительных формы алгебры
sl(n, C): su(n), sl(n,R), su(p, q) (p+ q = n, p ≥ q), su∗(2n);

2 ) тип Dn(n > 1) содержит три действительных формы алгебры
so(2n, C) : so(2n), so(p, q) (p+ q = 2n, p ≥ q), so∗(2n);

3 ) тип Bn(n > 1) содержит две действительных формы алгебры
so(2n+ 1, C): so(2n+ 1), so(p, q) (p+ q = 2n+ 1, p > q);

4 ) тип Cn(n ≥ 1) содержит три действительных формы алгебры
sp(n, C) : sp(n), sp(n,R), sp(p, q) (p + q = n, p ≥ q).

Кроме того, существуют специальные случаи простых действительных алгебр: G1, F4,
E6, E7, E8.

Теорема 4. В рамках сформулированной задачи, все уравнения, которые допуска-

ют полупростые группы локальных преобразований, исчерпываются SO(3)- и SL(2,R)-

инвариантными уравнениями, описанными в теоремах 2 и 3.

Идея доказательства. Поскольку su∗(4) ∼ so(5, 1), а алгебра so(5, 1) содержит
как подалгебру алгебру so(4), то в классе операторов (2) алгебры типов An иDn (n > 1)

не имеют реализаций, отличных от полученных в теоремах 2 и 3.
Не имеют других реализаций и алгебры типов Bn (n > 1) и Cn (n ≥ 1). Действитель-

но, уже для n = 2 алгебры типа Bn содержат подалгебры so(4) и so(3, 1). Также, имеют
место такие соотношения: sp(2,R) ∼ so(3, 2) (подалгеброй so(3, 2) является so(3, 1)),
sp(1, 1) ∼ so(4, 1) (подалгеброй so(4, 1) является so(4) ), sp(2) ∼ so(5) (подалгеброй
so(5) является so(4)).

Остается рассмотреть случаи исключительных полупростых действительных ал-
гебр Ли, которые относятся к одному из пяти типов [4]: G2, F4, E6, E7, E8. Поскольку
их рассмотрение проводится аналогично, то остановимся лишь на первом типе этих
алгебр, размерность которых является наименьшей, равной 14. Тип G2 содержит од-
ну компактную действительную форму g2 и одну некомпактную форму g

′

2. Поскольку
g2∩ g′2 ∼ su(2)⊕ su(2) ∼ so(4), а алгебра so(4) не имеет реализаций в заданном классе
операторов, то в этом классе операторов нет реализаций алгебр g2 и g′2.
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Инвариантность относительно разложимых алгебр. Далее, мы исследуем
существование уравнений вида (1), алгебры инвариантности которых имеют структуру
S ⊕N , т.е. справедливы соотношения

[S, S] ⊂ S, [N,N ] ⊂ N, [S,N ] = 0. (6)

Здесь S – полупростая алгебра (фактор Леви), N – разрешимая алгебра. Возможные
реализации полупростых алгебр S найдены в теоремах 2 и 3. Поэтому нам, исходя из
третьего условия (6), остается описать в классе операторов (2) всевозможные реализа-
ции разрешимых алгебр N , которые бы удовлетворяли условиям сформулированной
задачи.

Приведем результат такого исследования.
Теорема 5. В рамках сформулированной задачи, с точностью до эквивалент-

ности, существует шесть классов нелинейных уравнений вида (1), максимальные

алгебры инвариантности которых есть алгебры Ли операторов симметрии с нетри-

виальным фактором Леви. Представители этих классов и соответствующие мак-

симальные алгебры инвариантности имеют вид:

1) ∆u = ch−2 yF̃ (ω), ω = (u2
x + u2

y) ch2 y : so1(3)⊕ 〈∂u〉;

2) ∆u = ch−2 yF̃ (ω), ω = (ux ch y − sh y)2 + u2
y ch2 y : so2(3)⊕ 〈∂u〉;

3) ∆u = y−2F̃ (ω), ω = (u2
x + u2

y)y
2 : sl1(2,R)⊕ 〈∂u〉;

4) ∆u = y−2F̃ (ω), ω = 4y2u2
y + (1− 2yux)

2 : sl2(2,R)⊕ 〈∂u〉;

5) ∆u = λ ch−1 y
√
u2

x + u2
y, λ 6= 0 : so1(3)⊕ 〈∂u, u∂u〉;

6) ∆u = λy−1
√
u2

x + u2
y, λ 6= 0 : sl1(2,R)⊕ 〈∂u, u∂u〉.

Инвариантность относительно неразложимых алгебр. Мы исследовали су-
ществование уравнений вида (1), алгебры инвариантности которых имеют размерность
меньше 9 и изоморфные полупрямой сумме S ⊂+N (полупростой и разрешимой алгебр),
для которых выполняются соотношения

[S, S] ⊂ S, [N,N ] ⊂ N, [S,N ] ⊂ N. (7)

В этих исследованиях мы использовали результаты работы [5], в которой проведена
классификация алгебр Ли, размерность которых не превышает восьми и фактор Леви
которых совпадает с алгебрами so(3) и sl(2,R).

В результате получено утверждение, что не существует нелинейных уравнений (1),
чьи алгебры инвариантности имели бы описанную структуру.

Полную групповую классификацию рассматриваемых уравнений относительно не-
разложимых алгебр Ли операторов симетрии мы сможем осуществить после того, как
проведем соответствующую классификацию уравнений, алгебры инвариантности ко-
торых являются разрешимыми. Эта задача будет рассмотрена в ближайшее время.
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НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ
ГУРСА И ДАРБУ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО
УРАВНЕНИЯ СМЕШЕННО-СОСТАВНОГО ТИПА ЧЕТВЕРТОГО

ПОРЯДКА

О.В. Лаштабега
Орловский государственный университет, 302026, Орел, ул. Комсомольская, 95

Уравнение
TFu(x, y) = 0, (1)

где F ≡ L−H (x− τ )Rτ
x−sgn (x)H (y − h)Rh

y , L ≡ ∂2

∂x2 +sgn (xy) ∂2

∂y2 , T ≡ ∂2

∂x2− ∂2

∂y2 ,H (t)

– функция Хевисайда, Rτ
x

(
Rh

y

)
– оператор сдвига по переменной x(y): Rτ

xq (x, y) =

q (x− τ, y) (Rh
yq (x, y) = q (x, y − h)), 0 < h, τ ≡ const, рассмотрим в области D =

D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ I1 ∪ I2, где D1 =
∞⋃

k=0

D1k, D2 =
∞⋃
l=0

D2l и D3 = {(x, y) : x > 0, y > 0} –

гиперболические и эллиптическая части области D, причем

D1k =
{

(x, y) : kτ − y < x < (k + 1) τ + y, − τ

2
< y < 0

}
,

D2l =

{
(x, y) : − h

2
< x < 0, lh− x < y < (l + 1)h+ x

}
, а

I1 = {(x, y) : x > 0, y = 0} , I2 = {(x, y) : x = 0, y > 0} .
Регулярным решением уравнения (1) в области D будем называть функцию u(x, y),

удовлетворяющую уравнению (1) из класса C
(
D̄
)
∩C1 (D)∩C4 (D\ (J1 ∪ J2)), причем

третьи производные в точке (0,0) могут обращаться в бесконечность порядка меньше
единицы.

Для решения уравнения (1) ставится следующая задача:
Задача SS. Найти в области D регулярное решение уравнения (1), удовлетворяю-

щее условиям:
lim

x2+y2→∞
u(x, y) = 0, x > 0, y > 0, (2)

u(x, y)|y=kτ−x = ψ1k(x), kτ 6 x 6 (2k + 1)
τ

2
, (3)
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∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
y=kτ−x

= ϕ1k(x), kτ 6 x 6 (2k + 1)
τ

2
, (4)

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
y=x−(k+1)τ

= α1k(x), (2k + 1)
τ

2
6 x 6 (k + 1)τ, (5)

u(x, y)|x=lh−y = ψ2l(y), lh 6 y 6 (2l + 1)
h

2
, (6)

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
x=lh−y

= ϕ2l(y), lh 6 y 6 (2l + 1)
h

2
, (7)

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
x=y−(l+1)h

= α2l(y), (2l + 1)
h

2
6 y 6 (l + 1)h, (8)

где n – внутренняя нормаль, ψjp(t), ϕjp(t), αjp(t), j = 1, 2, p = k, l – трижды непре-
рывно дифференцируемые функции, причем

ϕ′
1k ((2k + 1)τ/2) = −α′

1k ((2k + 1)τ/2) , ϕ′
2l ((2l + 1)h/2) = −α′

2l ((2l + 1)h/2) ,

ψ10(0) = ψ20(0), ϕ1k(kτ) = α1(k−1)(kτ), ϕ2l(lh) = α2(l−1)(lh)(k, l = 1, 2, ...);

lim
p→∞

max
[ξp,(2p+1) ξ

2 ]
|ψjp(t)| = 0, lim

p→∞
max

[ξp,(2p+1) ξ
2 ]
|ϕjp(t)| = 0, lim

p→∞
max

[(2p+1) ξ
2
,(p+1)ξ]

|αjp(t)| = 0,

p = k, l; ξ = τ, h; j = 1, 2; и выполняются условия сопряжения

u(x,−0) = u(x,+0),

uy(x,−0) = uy(x,+0),

uyy(x,−0) = −uyy(x,+0),

uyyy(x,−0) = −uyyy(x,+0),

u(−0, y) = u(+0, y),

ux(−0, y) = ux(0+, y),

uxx(−0, y) = −uxx(+0, y),

uxxx(−0, y) = −uxxx(+0, y).

Задача SS будет полностью решена, если определить функции

ω1(x) = u(x, 0) или ν1(x) = uy(x, 0) и (9.1)[(9.2)]

ω2(y) = u(0, y) или ν2(y) = ux(0, y) (10.1)[(10.2)]

Положив
(
∂2

∂x2
+ sgn (xy)

∂2

∂y2
−H(x− τ)Rτ

x − sgn(x)H(y − h)Rh
y

)
u(x, y) = v(x, y),

уравнение (1) запишем в виде систем:

а) если (x, y) ∈ D1, то

{
uxx − uyy −H(x− τ)u(x− τ, y) = v(x, y),

vxx − vyy = 0,

(11)

(12)

б) если (x, y) ∈ D2, то

{
uxx − uyy +H(y − h)u(x, y − h) = v(x, y),

vxx − vyy = 0,

(13)

(14)

в) если (x, y) ∈ D3, то





uxx − uyy −H(x− τ)u(x− τ, y)−
−H(y − h)u(x, y − h) = v(x, y),

vxx − vyy = 0.

(15)

(16)

Для решения задачи необходимо найти функцию v(x, y). В областях D1 и D2 функ-
ция v(x, y) определяется как решение первой задачи Гурса для уравнений (12), (14),
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а в области D3 как решение краевой задачи для уравнения (16). Искомая же функ-
ция u(x, y) будет определяться из решения первой задачи Дарбу в областях D1 и D2

для уравнений (11), (13) и из решения задачи Неймана-Дирихле в области D3 для
уравнения (15).

Начально-краевая задача для уравнения (1) в области D1. Для решения
уравнения (1) в области D1, записанного в виде системы (11)-(12) при условиях (3)-
(5), (9.1), kτ < x < (k + 1) τ , k = 0, 1, 2, ... ставятся следующие задачи:

Первая задача Гурса. Найти функцию v(x, y), являющуюся решением уравнения
(12) в классе C

(
D1

)
∩ C2 (D1), которая удовлетворяет условиям:

v(x, y)
y=kτ−x

=
√

2ϕ′
1k(x)−H(x− τ)ψ1(k−1)(x− τ),

v(x, y)
y=x−(k+1)τ

= −
√

2α′
1k(x)−H(x− τ)uk−1(x− τ, x− (k + 1)τ),

причем ϕ′
1k

(
(2k+1)τ

2

)
= −α′

12

(
(2k+1)τ

2

)
, k = 0, 1, 2, ....

Условия, накладываемые на функцию v(x, y), определяются с помощью уравнения
(11), условий (4), (5), u(x, y)|y=(k−1)τ−x = ψ1(k−1)(x − τ) и решения u(x, y) = uk−1(x, y),
где (k − 1)τ 6 x 6 kτ , k = 1, 2, 3, ....

Первая задача Дарбу. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравне-
ния (11) в классе C

(
D1

)
∩ C2 (D1), которая удовлетворяет условиям (3), (9.1).

Решением первой задачи Гурса является функция

v(x, y) = {vk(x, y), kτ 6 x 6 (k + 1)τ , k = 0, 1, 2, ...} ,

где

vk(x, y) =
√

2ϕ′
1k

(
x− y + kτ

2

)
−
√

2α′
1k

(
x+ y + (k + 1)τ

2

)
+

+
√

2α′
1k

(
(2k + 1)

τ

2

)
−H(x− τ)

(
ψ1(k−1)

(
x− y + (k − 2)τ

2

)
−

−ψ1(k−1)

(
(2k − 1)τ

2

)
+ uk−1

(
x+ y + (k − 1)τ

2
,
x+ y − (k + 1)τ

2

))

когда (x, y) ∈ D1k.

Решением первой задачи Дарбу является функция

u(x, y) = {uk(x, y), kτ 6 x 6 (k + 1)τ, k = 0, 1, 2, ...} ,
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где

uk(x, y) = ψ1k

(
x− y + kτ

2

)
− ψ1k

(
x+ y + kτ

2

)
+ ω1 (x+ y)+

+
1

2

−x−y−kτ
2∫

0

dt

kτ−t∫

x−y+t

[H(ξ − τ)uk−1 (ξ − τ, t) + vk (ξ, t)] dξ−

− 1

2

−x+y−kτ
2∫

0

dt

kτ−t∫

x+y+t

[H(ξ − τ)uk−1 (ξ − τ, t) + vk (ξ, t)] dξ−

− 1

2

y∫

0

dt

x+(y−t)∫

x−(y−t)

[H(ξ − τ)uk−1 (ξ − τ, t) + vk (ξ, t)] dξ, (x, y) ∈ D1k.

При построении решения поставленной задачи использовался метод шагов.
Дифференцируя uk(x, y) по y, и полагая в полученном выражении y = 0, с уче-

том условия (9.2) получим основное функциональное соотношение между функциями
ω1 (x) и ν1 (x) перенесенное из области D1 на линию y = 0:

ω′
1 (x)− ψ′

1k

(
x+ kτ

2

)
+

−x−kτ
2∫

0

Fk (x+ t, t)dt = ν1 (x) ,

где Fk (p, q) = vk (p, q) +H (p− τ )uk−1 (p− τ, q), k = 0, 1, 2, ....
Начально-краевая задача для уравнения (1) в области D2. Решение уравне-

ния (1) в области D2, строится аналогично, тому, как было рассмотрено в предыдущем
пункте. Оно будет определяться функцией

u(x, y) = {ul(x, y), lh 6 y 6 (l + 1)h, l = 0, 1, 2, ...} ,

где

ul(x, y) = ψ2l

(
x− y + lτ

2

)
− ψ2l

(
x+ y + lh

2

)
+ ω2 (x+ y)+

+
1

2

−x−y−lh
2∫

0

dt

lh−t∫

x−y+t

[vl (ξ, t)−H(t− h)ul−1 (ξ, t− h)] dξ−

− 1

2

−x+y−l
2∫

0

dt

lh−t∫

x+y+t

[vl (ξ, t)−H(t− h)ul−1 (ξ, t− h)] dξ−

− 1

2

y∫

0

dt

x+(y−t)∫

x−(y−t)

[vl (ξ, t)−H(t− h)ul−1 (ξ, t− h)] dξ

– является решением первой задачи Дарбу для уравнения (13) при условиях (6), (10.1),
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когда (x, y) ∈ D2l, а

vl(x, y) = −
√

2ϕ′
2l

(
y − x+ lh

2

)
+
√

2α′
2l

(
y + x+ (l + 1)h

2

)
−

−
√

2α′
2l

(
(2l + 1)

h

2

)
+H(y − h)

(
ψ2(l−1)

(
y − x+ (l − 2)h

2

)
−

−ψ2(l−1)

(
(2l − 1)h

2

)
+ ul−1

(
x+ y + (l − 1)h

2
,
x+ y − (l + 1)h

2

))

– решение первой задачи Гурса для уравнения (14) при (x, y) ∈ D2l. Условия, наклады-
ваемые на функцию vl (x, y) при решении данной задачи, будут определяться подобно
тому, как это было сделано при решении первой задачи Гурса в области D1, но уже
с помощью уравнения (13) и условий (7)-(8), а так же условия u(x, y)|x=(l−1)h−y =

ψ2(l−1)(y − h), и решения u(x, y) = ul−1(x, y), где (l − 1)h 6 y 6 lh, l = 1, 2, 3, ....
Дифференцируя ul(x, y) по x и полагая в полученном выражении x = 0 с уче-

том условия (10.2) получим основное функциональное соотношение между функциями
ω2 (y) и ν2 (y) перенесенное из области D2 на линию x = 0:

ω′
2 (y)− ψ′

2l

(
y + lh

2

)
−

− y−lh
2∫

0

Gl (t, y + t)dt = ν2 (y) ,

где Gl (p, q) = vl (p, q) +H (q − h)ul−1 (p, q − h), l = 0, 1, 2, ...
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ОБ ОДНОМ СИНГУЛЯРНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ С
ВЫРОЖДЕННОЙ РЕГУЛЯРНОЙ ЧАСТЬЮ

А.В. Мерлин
Чувашский государственный университет им. И.Н. Ульянова, Чебоксары

Пусть L – простой замкнутый гладкий контур, не проходящий через бесконеч-
но удаленную точку. Пусть на L заданы дифференцируемые достаточное число раз
функции a(t), b(t) и f(t), и при этом a2(t) − b2(t) = 1 ∀t ∈ L и наивысшая допусти-
мая производная от указанных функций удовлетворяет на L условию Гельдера [1].
Рассмотрим на L сингулярное интегральное уравнение (с.и.у.) следующего вида

a(t)ϕ(t) + b(t)(Sϕ(t)−Hr(t;Sϕ; ∆)) = f(t), (1)

где Sϕ – сингулярный интегральный оператор (с.и.о.) вдоль L и Hr(t;ψ; ∆) – интер-
поляционный многочлен Эрмита степени r, построенный для функции ψ(t) по точкам
дивизора ∆ = (tα0

0 , t
α1

1 ; . . . tαn
n ) [2]. Здесь все αk – целые неотрицательные числа, причем
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|α| = α0 +α1 + · · ·+αn и r = α−1. Частные случаи с.и.у. (1) рассматривались автором
в работах [3, 4]. Решение с.и.у. (1) будем искать в классе C(γ)

λ (L).
С.и.у. (1) будем решать методом сведения к эквивалентной задаче Римана [1].
Рассмотрим сначала вспомогательную кусочно-аналитическую функцию

Φ(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(τ)dτ

τ − z −
1

2
Hr(z;Sϕ; ∆), (2)

где ϕ(t) – искомое решение с.и.у. (1), принадлежащее классу C
(γ)
λ (L) – множеству

функций, дифференцируемых на Lγ раз и при этом таких, что ϕ(γ)(t) ∈ Hλ(L).
Опираясь на формулы Ю.В. Сохоцкого [1] и с.и.у. (1), получаем для функции (2)

краевую задачу Римана

Φ+(t) =
a(t)− b(t)
a(t) + b(t)

Φ−(t) +
f(t)

a(t) + b(t)
(3)

в классе функций с полюсом порядка r в бесконечно удаленной точке, удовлетворяю-
щих дополнительному условию

(Φ+)(j)(tk) + (Φ−)(j)(tk) = 0 (4)

где k = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . , αk − 1.

Покажем эквивалентность с.и.у. (1) и задачи Римана (3), (4) в смысле взаимно
однозначного соответствия между множествами их решений.

Переход от ϕ(t) ∈ (1) к Φ(z) ∈ (3), (4) является классическим [1]. Пусть теперь
Φ0(z) является некоторым решением задачи (3), (4). Обозначим через

ϕ0(t) = Φ+
0 (t) + Φ−

0 (t)

скачок этого решения на L и покажем, что ϕ0(t) ∈ (1) Известно [1], что задача Ри-
мана о скачке имеет общее решение в виде суммы интеграла типа Коши и многочле-
на с произвольными коэффициентами. Запишем это решение, используя многочлены
Hij(z) [2], линейной комбинацией которых является введенный выше многочлен Эр-
мита Hr(t;ψ; ∆) Тогда имеем

Φ(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ0(τ)dτ

τ − z +

n∑

l=0

αi−1∑

j=0

CljHlj(z) (5)

Эта запись действительно дает общее решение задачи о скачке, поскольку вся совокуп-
ность этих многочленов образует базис линейного пространства многочленов степени
не больше, чем r. Из способа построения многочленов Hlj(z) непосредственно вытека-
ет, что условия (4) выполняются, если произвольные коэффициенты Clj в (5) равны

Clj = −1

2
Sϕ

(j)
0 (tl), l = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . , α.

Это означает, что задача о скачке (3), (4) имеет единственное решение, причем в виде
(2) при ϕ = ϕ0. Отсюда, следуя известной схеме [1], сразу же получаем, что ϕ0(t)
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является решением с.и.у. (1). Запишем теперь общее решение задачи (3), (4). Оно
имеет вид

Φ(z) = χ(z)

((
S
f

Z

)
(z) + Pr+κ(z)

)
, (6)

где κ – индекс задачи, χ(z) – каноническая функция однородной задачи, соответству-
ющей (3),

Sh(z) =






1

2πi

∫

L

h(τ)dτ

τ − z , ∀z 6∈ L,

Sh(t), ∀t ∈ Z,

Pr+κ(z) =





r+κ∑
k=0

Ckz
k, r + κ ≥ 0,

0, r + κ < 0.

Как обычно, при r + κ < −1 должны выполняться условия разрешимости

∫

L

τkf(τ)

Z(τ)
dτ = 0, k = 0, 1, . . . ,−r − κ− 1 (7)

где Z(t) – функция, полностью определяемая через χ(z) и коэффициенты a(t) и b(t)

с.и.у. (1). Учитывая дополнительные условия (4), получим необходимую связь между
постоянными Ck следующего вида

a(t)Z(t)Pr+κ(t)
(j)

t=tl
= −(Qf)(j)(tl) (8)

где Q – линейный с.и.о., введенный автором в [5] формулой

(Qt)(t) = −b(t)f(t) + a(t)Z(t)

(
S
f

Z

)
(t) (9)

Заметим, что при r + κ < 0 условия (8) превращаются в дополнительные условия
разрешимости, наложенные на правую часть с.и.у. (1).

При выполнении условий (7), (8) общее решение с.и.у. (1) записывается в виде [1]

ϕ(t) = (Rf)(t) + b(t)Z(t)Pr+κ(t).

Исследование картины разрешимости с.и.у. (1) приводит к необходимости разли-
чать две ситуации.

1. Коэффициент a(t) 6= 0 ∀t ∈ ∆

В этом случае картина разрешимости полностью совпадает с таковой для характе-
ристического с.и.у.:

• если κ > 0 то с.и.у. (1) всегда разрешимо и соответствующее ему однородное
с.и.у. (1) имеет ж линейно независимых решений;

• если κ = 0 то с.и.у. (1) имеет единственное решение;

• если κ < 0 то с.и.у. (1) разрешимо лишь при выполнении (- ж) условий разреши-
мости, и в этом случае имеет единственное решение.
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2. Коэффициент a(t) обращается в нуль в некоторых точках дивизора ∆, а именно,
пусть a(t1) = a(1)(t1) = · · · = a(βl−1)(tl) = 0, где βl ≤ αl ∀l = 0, 1, . . . , m, m ≤ n.

В этом случае соответствующая часть условий (8) дает необходимые требования

f (j)(tl) = 0, l = 0, 1, . . . , m, j = 0, 1, . . . , βl − 1 (10)

Эти требования считаются выполненными. Тогда часть постоянных Ck остается
произвольной, и исследование условий (8) проводится в соответствии с известной из
алгебры теоремой Кронекера-Капелли. В частности, если интерполяционный много-
член Эрмита является многочленом Лагранжа, то число решений однородного с.и.у. (1)
увеличивается на число точек tk в которых a(t) = 0. Соответственно изменяется число
условий разрешимости [3] неоднородного с.и.у. (1). Если интерполяционный многочлен
Эрмита является многочленом Тейлора, то число решений однородного с.и.у. (1) уве-
личивается на количество производных a(j)(t0) равных нулю, и снова соответственно
изменяется число условий разрешимости неоднородного с.и.у. (1) [4].

Замечание. Приведенные в статье рассуждения можно перенести без изменений
на случай составного контура L, или на случай, когда решение ϕ(t) с.и.у. (1) ищется
в классах Н.И. Мусхелишвили [6] при условии, что узлы, определяющие класс, не
совпадают с точками дивизора ∆.
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О НЕЛОКАЛЬНЫХ СИММЕТРИЯХ ЭВОЛЮЦИОННЫХ СИСТЕМ∗

А. Г. Мешков
Орловский государственный университет,

302026, Орел, ул. Комсомольская, 95, meshkov@orel.ru

Введение. Хорошо известно, что модифицированное уравнение Кортевега-де Фри-
за (мКдФ) является симметрией уравнения синус-Гордон [1]. И наоборот, уравнение
синус-Гордон, рассматриваемое как нелокальное эволюционное уравнение, является

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 05-01-00775.
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симметрией уравнения мКдФ. В статье вычислены нелокальные симметрии для неко-
торых интегрируемых эволюционных систем и указаны связанные с ними гиперболи-
ческие системы.

Рассмотрим систему с двумя независимыми переменными t, x и m зависимыми
переменными uα:

ut = K(t, x, u, ux, . . . , un), (1)

где K = {Kα, α = 1, . . . , m} и u = {uα, α = 1, . . . , m} – вектор-функции класса C∞

в некоторой области; u ≡ u0, ux ≡ u1, uk = {∂kuα/∂xr}. Для сокращения записи
совокупность всех переменных uα

i обычно обозначают одной буквой u.

Определение 1. (см. [2]). Обобщенной симметрией системы (1) называется век-

тор-функция σ(t, x, u, ux, . . . , uk), удовлетворяющая уравнению

(Dt −K∗)σ = 0, (2)

где

(K∗)
α
β =

∑

k>0

∂Kα

∂uβ
k

Dk
x, Dx =

∂

∂x
+
∑

α,k>0

uα
k+1

∂

∂uα
k

, Dt =
∂

∂t
+
∑

α,k>0

(
Dk

xK
α
) ∂

∂uα
k

.

Оператор K∗ называется линеаризацией вектор-функции K, Dx – оператор пол-
ного диффернцирования по x, Dt – оператор эволюционного дифференцирования (в
силу (1)). Порядок дифференциального оператора f∗ называется порядком (вектор-)
функции f и обозначается ord f .

Не зависящие явно от t обобщенные симметрии часто записывают в виде эволюци-
онных систем

uτ = σ(x, u), (3)

где τ – новый параметр эволюции. Это связано с тем, что условие совместности урав-
нений (1) и (3) имеет вид

[K, σ] ≡ K∗σ − σ∗K = 0,

совпадающий с (2).

Определение 2. (см. [2]). Если на любом решении системы (1) выполнено тож-

дество

Dtρ(t, x, u) = Dxθ(t, x, u), (4)

где ρ и θ – некоторые дифференцируемые функции, то соотношение (4) называется

локальным законом сохранения системы (1). Функция ρ называется сохраняющейся

плотностью, а функция θ – плотностью тока. Пару функций (ρ, θ) называют также

сохраняющимся током.

Из перестановочности операторов Dt и Dx: Dt(Dxf(t, x, ui)) = Dx(Dtf(t, x, ui)), ∀f
следует, что ρ0 = Dxf является сохраняющейся плотностью для любой системы. Такие
плотности называются тривиальными. Должно быть ясно, что сохраняющиеся плот-
ности всегда определены с точностью до тривиальных (дивергентных) слагаемых.

Пусть (ρ, θ) – сохраняющимся ток конечного порядка. Тогда следующая система

Dxw = ρ(t, x, u), Dtw = θ(t, x, u), (5)
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где u – решение системы (1), совместна. Ее решение формально записывается в ви-
де w = D−1

x ρ. Можно рассматривать w как новую динамическую переменную, она
называетя слабо нелокальной или квазилокальной (см. [3]).

Таким образом, по локальным сохраняющимся токам {ρi, θi} определяется мно-
жество слабо нелокальных переменных {w1

i = D−1
x ρi} первого порядка. Если существу-

ют законы сохранения, зависящие от t, x, u, ux, . . . , uk, w
1
i , то по ним можно определить

слабо нелокальные переменные {w2
i } второго порядка и т.д.

Порядок нелокальных переменных мы определяем индуктивно: пусть определены
переменные w1, . . . , w

n до n-го порядка. Тогда, если имеется нетривиальная сохраня-
ющаяся плотность ρ(u, w1, . . . , wn), то переменная w = D−1

x ρ(u, w1, . . . , wn) называется
нелокальной переменной n + 1-го порядка.

Если уравнение (2) имеет решение, зависящее от нелокальных переменных, то оно
называется нелокальной симметрией.

Уравнение Кортевега-де Фриза. Проиллюстрируем сказанное выше на хорошо
изученном уравнении КдФ:

ut = u3 + 6uu1. (6)

Это уравнение имеет бесконечную последовательность сохраняющихся плотностей, не
зависящих явно от x и t [4]. Начало этой последовательности таково:

ρ1 = u, ρ2 = u2, ρ3 = u2
1 − 2u3, ρ4 = u2

2 − 10uu2
1 + 5u4, . . .

Эти плотности позволяют ввести нелокальные переменные wi = D−1
x ρi первого по-

рядка. Далее можно пытаться искать нелокальные сохраняющиеся плотности второго
порядка. Однако наши вычисления показали, что не существует нетривиальных со-
храняющихся плотностей, зависящих от w1, w2, w3, w4. Есть основания считать, что
введение дополнительных нелокальных переменных первого порядка w5, . . . не приве-
дет к появлению нетривиальных нелокальных плотностей второго порядка.

Несложные вычисления показали, что уравнение КдФ не имеет нелокальных сим-
метрий, не зависящих явно от t и x. Но, как известно, зависящие от от t и x нелокаль-
ные симметрии существуют.

Чтобы получить уравнения, имеющие нелокальные симметрии, рассмотрим диф-
ференциальные подстановки, допускаемые уравнением КдФ. Список этих подстановок
довольно длинный, поэтому мы приведем только наиболее интересные:

u =
1

2
v1 −

1

4
v2, vt = v3 −

3

2
v2v1, (7)

u =
i

2
v1 +

1

4
v2, vt = v3 +

3

2
v2v1, (8)

u =
1

2
v2 −

1

4
v2
1, vt = v3 −

1

2
v3
1, (9)

u =
v3

2v1

− (1 + v2)(1 + 3v2)

4v2
1

, vt = v3 −
3v2

2

2v1

+
3

2v1

, (10)

u =
v3

2v1
− 3v2

2

4v2
1

, vt = v3 −
3v2

2

2v1
. (11)
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Подстановки (7) – (9), приводящие к уравнению мКдФ, найдены Р. Миурой (см. напри-
мер [5]) и называются подстановками Миуры. Мы ограничились вычислением симмет-
рий для уравнений (7)–(11), зависящих только от нелокальных переменных первого и
второго порядков.

Уравнение мКдФ (7) допускает 9-параметрическую симметрию, зависящую от се-
ми нелокальных переменных первого и второго порядков. Ввиду ее громоздкости мы
приведем частное решение

vτ = c1e
w0 + c2e

−w0 + c3(e
−w0w1 + ew0w2), (12)

где ci – произвольные постоянные, а wi – нелокальные переменные:

w0 = D−1
x v, w1 = D−1

x ew0 , w2 = D−1
x e−w0.

Симметрий, зависящих от D−1
x v2 и других нелокальных переменных первого порядка,

не существует.
Уравнение (12) имеет представление нулевой кривизны Uτ − Vx + [U, V ] = 0. Мат-

рицы U и V записываются в следующем виде

U =
1

2
vE1 +

1

4k
E2,

V = k(c1 + c3w2)e
w0(E2 − E3)− k(c2 + c3w1)e

−w0(E2 + E3)− 4c3k
2E1,

где k – спектральный параметр, а Ei – базис в sl(2,C):

E1 =

(
0 i

−i 0

)
, E2 =

(
1 0

0 −1

)
, E3 =

(
0 i

i 0

)
.

Здесь матрица U та же самая, что и для уравнения (7) (см. [6]). Этим доказано, что
уравнение (12) действительно входит в иерархию мКдФ.

Если c3 = 0, то приняв z = w0 за новую неизвестную функцию, находим zx =

v, zτx = c1e
z + c2e

−z. Если c3 6= 0, то дифференцируя уравнение (12), и комбинируя
результат с исходным уравнением, получаем (v−1vτx)x = vvτ − 2c3v

−2vx. Растяжением
переменной τ можно изменить c3, поэтому, положив c3 = −1/2, окончательно имеем

(v−1vτx)x = vvτ + v−2vx, (13)

или

vτxx = v−1vx(vτx + 1) + v2vτ . (14)

Положив здесь vτx = vzτ , получим систему уравнений:

zτx = vvτ + v−2vx, vτx = vzτ . (15)

Уравнение (13) можно преобразовать к иному виду. Для этого запишем его в виде
(v−1vτx + v−1)x = 1

2
(v2)τ , что влечет существование такой функции p, что

v2 = px, v−1vτx + v−1 =
1

2
pτ .
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Исключая отсюда v, приходим к следующему уравнению:

pτxx =
1

2
p−1

x pxxpτx + pτpx − 2
√
px. (16)

Так как уравнение (12) имеет представление нулевой кривизны, то уравнения (14),
(15) и (16) также их имеют. В частности, представление нулевой кривизны для урав-
нения (14) определяется матрицами

U = E1vx + f1(v)E2 + f2(v)E3, V = v−2(vτxf
′
1 − 4vf1)E2 + v−2(vτxf

′
2 − 4vf2)E2,

где

f1(v) =
k

8
e−2v(2v + 1) +

1

8k
e2v(2v − 1), f2(v) =

k

8
e−2v(2v + 1)− 1

8k
e2v(2v − 1),

k – спектральный параметр, Ei – указанные выше матрицы.
Уравнение мКдФ (8) можно получить из (7) подстановкой v → iv, нелокальные

переменные и симметрии уравнения (8) также получаются этой подстановкой:

vτ = c1 sinw0 + c2 cosw0 + c3(w1 sinw0 + w2 cosw0), (17)

где ci – произвольные постоянные,

w0 = D−1
x v, w1 = D−1

x sinw0, w2 = D−1
x cosw0, w3 = D−1

x w1 cosw0.

Если c3 = 0, то приняв в (17) z = w0 за новую неизвестную функцию, приходим
к уравнению синус-Гордон. Если же c3 6= 0, то возникает уравнение вида (14), но
с противоположным знаком перед v2vτ . Его можно получить из (14) подстановкой
v → iv, t→ it.

Уравнение мКдФ в потенциальной форме (9) получается из (7) подстановкой v →
v1. В результате этой подстановки переменная w0 становится локальной: w0 → v,
поэтому число нелокальных переменных уменьшается на единицу, а сами перемен-
ные остаются прежними. Между симметриями уравнений (9) и (7) имеется взаимно-
однозначное соответствие: полная производная по x от симметрии уравнения (9) яв-
ляется симметрией уравнения (7). Например, симметрия (12) получается дифферен-
цированием симметрии vτ = c1w1 + c2w2 + c3w1w2 уравнения (9). Однако, применение
оператора D−1

x к симметриям уравнения (7) может увеличить порядок нелокальности.
Уравнение (10) является частным случаем уравнения Кричевера-Новикова [7]. Оно

допускает следующие нелокальные переменные:

w0 = D−1
x v−1

1 , w1 = D−1
x

v2ew0

v1
, w2 = D−1

x

v2 e−w0

v1
, w3 = D−1

x

v ew0

v1
, w4 = D−1

x

v e−w0

v1
.

Нелокальная симметрия уравнения (10) имеет вид

vτ = c1(w3 − vew0) + c2(w4 + ve−w0) + c3(w1 − v2ew0) + c4(w2 + v2e−w0)

+ c5(w2w3 − w1w4 − vw1e
−w0 − vw2e

w0 + v2w4e
w0 + v2w3e

−w0)

+ c6(v
2 − w3w4 − vw3e

−w0 + vw4e
w0)

(18)
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где ci – произвольные постоянные.
Приняв w0 за новую неизвестную функцию, можно привести уравнение (18) к виду:

w0,xτ = w0,x

(
c1e

w0 − c2e−w0 + 2(c3e
w0 − c4e−w0)D−1

x (w0,x)
−1
)

+ . . . (18a)

Это нелокальное уравнение имеет симметрию

w0,t = w0,xxx −
3w0,xx

2

2w0,x
− 1

2
w0,x

3, (19)

которая связана с уравнением (10) подстановкой vx = 1/w0,x, а с уравнением КдФ –
подстановкой

u = −w0,xxx

2w0,x
+
w0,xx

2

4w0,x
2

+ w0,xx −
1

4
w0,x

2.

Уравнение Шварц-КдФ (11) имеет самый богатый набор нелокальных переменных

w0 = D−1
x v−1

1 , w1 = D−1
x

v

v1
, w2 = D−1

x

v2

v1
, w3 = D−1

x

w1

v1
, w4 = D−1

x

w2

v1
,

w5 = D−1
x

v w2

v1
, w6 = D−1

x

w2
1 − w0w2

v1
, w7 = D−1

x

v w0w2

v1
, w8 = D−1

x

w2
2 − 4 v w1w2

v1
,

и 12-параметрическую нелокальную симметрию

vτ = c0 + c1v + c2v
2 + c3(w1 − w0v) + c4(w2 − w0v

2) + c5v(w1v − w2)

+ c6(−v2w1w0 + vw2w0 − w5 + v2w3) + c7(4vw5 − 2v2w4 + 2v2w2
1

− 4vw2w1 + w2
2) + c8(4vw3 + 2w0w2 − 2w2

1 − 2w4 − v2w2
0)

+ c9(6vw6 − 6w4w1 + 6w7 − 2w3
1 + 3v2w1w

2
0 − 6v2w3w0 − 3vw2w

2
0

+ 6vw4w0 + 6w2w3) + c10(4w1w5 − 4vw2w3 + 4v2w1w3 + w8 + 4vw2w1w0

− 2v2w6 − 4vw0w5 − 2v2w2
1w0 − w2

2w0) + c11(2v
2w3

1 − 6w5w2 − 6v2w7

− 6v2w1w4 + 6vw2w4 − 6vw2w
2
1 + 6v2w0w5 − 3vw8 + 3w1w

2
2).

(20)

Симметрия σ = c0 + c1v + c2v
2 соответствует инвариантности уравнения Шварц-КдФ

относительно произвольного дробно-линейного преобразования зависимой переменной
v. За вычетом этой симметрии получаем девять независимых нелокальных симметрий.

Уравнение (20) приводится к виду

w0,xτ = −w0,x

(
c1 + c3w0 + 2(c2 + c4w0)D

−1
x w0,x

−1
)

+ . . . (20a)

Уравнение (11) переходит само в себя при подстановке vx = 1/w0,x, поэтому уравнение
Шварц-КдФ

w0,t = w0,xxx −
3w0,xx

2

2w0,x

является симметрией обоих уравнений и (20), и (20a).
Можно проверить, что все приведенные симметрии (12), (17), (??), (18) и (20) яв-

ляются симметриями не только для уравнений (7)–(11), но и для их высших аналогов.
Это дает серьезные основания надеяться на точную интегрируемость перечисленных
нелокальных уравнений. Интегрируемость уравнения (12) доказана.
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Системы из двух уравнений. Здесь мы исследуем нелокальные симметрии ин-
тегрируемых систем, найденных в работе [8]. Мы ограничились вычислением симмет-
рий, зависящих только от нелокальных переменных первого и второго порядков. Для
построения нелокальных переменных мы вычисляем сохраняющиеся плотности не вы-
ше первого порядка. Симметрии выше первого порядка не рассматриваем. Мы прове-
рили, что каждая представленная нелокальная симметрия являются симметрией как
для указанной системы, так и для ее высшего аналога. Приводимые ниже системы и
их высшие аналоги допускают многопараметрические нелокальные симметрии. Для
уменьшения объема статьи мы приводим только самые простые из этих симметрий.

1. Первая из систем имеет следующий вид

ut = u3 +
3

2
u1v2 −

3

4
u1v

2
1 +

e

4
u1

3, vt = −1

2
v3 −

3

4
e(2u1u2 + u2

1v1) +
1

4
v3
1, e = ±1. (21)

Вид нелокальных переменных и симметрий зависит от значения e. Но эти две системы
связаны подстановкой u→ iu, поэтому мы приведем все выражения только для e = 1.

Нелокальная симметрия системы (21) имеет следующий вид

uτ = c2w2 + c3w3 + c4(w4 − w1w2) + c5(w5 − w1w3) + c6(w3w4 − w2w5),

vτ = c1w1 − c2w2 + c3w3 + c4w1w2 − c5w1w3 + c6(w3w4 − w8 + w2w5),
(22)

где

w1 = D−1
x ev, w2 = D−1

x eu−v, w3 = D−1
x e−u−v, w4 = D−1

x w2e
v, w5 = D−1

x w3e
v.

Простейшие гиперболические системы имеют следующий вид:

uτx = c2e
u−v + c3e

−u−v, vτx = c1e
v − c2eu−v + c3e

−u−v, при e = 1, (23)

uτx = e−v(c2 cos u+ c3 sin u), vτx = c1e
v + e−v(c2 sin u− c3 cosu), при e = −1. (24)

Очевидно, при c1 = 0 каждая из этих систем распадается на два уравнения Лиувилля.
Систему (23) можно представить в различных формах, выбирая в качестве новых
переменных нелокальные переменные. Например:

p = w2, q = w3, pτx = px(2c2p− c1w), qτx = −qx(c1w + c3q), wx = (pxqx)
−1/2;

p = w1, q = w2, pτx = px(c1p− c2q + c3w), qτx = qx(2c2q − c1p), wx = p−2
x q−1

x ;

Системы с переменными второго порядка тоже можно привести к локальному виду,
но результаты более громоздкие. Например, если принять ci = 0 для i > 4 и c4 6= 0, то
сдвиги w1 → w1 + c2/c4, w2 → w2 − c1/c4, w4 → w4 − c1/c4w1 уничтожают c1 и c2, и мы
получаем

uτ = c3w3 + c4(w4 − w1w2), vτ = c3w3 + c4w1w2. (25)

В переменных p = w1, q = w2 эта система принимает вид

pτx = px(c3w3 + c4pq), qτx = qx(c4w4 − 2c4pq), w3,x = p−2
x q−1

x , w4,x = qpx,

или
(p−1

x pτx)x = c3p
−2
x q−1

x + c4(pq)x, (q−1
x qτx)x = −c4(qpx + 2pqx).
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Можно, конечно, просто дважды продифференцировать систему (25) и получить ло-
кальную систему

uτxx = (2ux − zx)uτx − 3c3uxe
−z − c4eu, zτxx = (zx − ux)zτx + 2c3(ux − 2zx)e

−z + c4e
u,

где z = u+ v. Подобные примеры можно продолжить.
2. Вторая интегрируемая система

ut = 4 u3 + 3 v3 − 15 v2u1 − 2 u1
3 − 6 v1

3 + 18 v1u1
2 − 9 v1

2u1,

vt = 3 u3 + v3 + 15 u2u1 + 6 u1
3 − 2 v1

3 − 9 v1u1
2 − 18 v1

2u1,
(26)

имеет следующую нелокальную симметрию

uτ = c1w1 + c2w2 − 2c3w3 + c4(w1w2 − 2w4) + c5(3w5 − 4w2w3) + c6(2w1w4 − 3w6),

vτ = 2c1w1 − 3c2w2 + c3w3 + c4(w4 + 2w1w2) + c5(w5 + 2w2w3) + c6(4w1w4 − w6),
(27)

где
w1 = D−1

x eu+2v, w2 = D−1
x eu−3v, w3 = D−1

x e2v−4u,

w4 = D−1
x w1e

u−3v, w5 = D−1
x w3e

u−3v, w6 = D−1
x w2

1e
u−3v.

Приведем некоторые локальные системы, вытекающие из (27).
2.a. Цепочка Тоды:

uτx = c1e
u+2v + c2e

u−3v + 2c3e
2v−4u, vτx = 2c1e

u+2v − 3c2e
u−3v − c3e−4u+2v. (28)

2.b. Пусть ci = 0, i > 4, c4 6= 0, тогда сдвигами w1 → w1 + c2/c4, w2 → w2 − c1/c4
приводим систему (27) к виду

uτ + 2vτ = 5c4w1w2, vτ − 2uτ = 5(c3w3 + c4w4).

Приняв за новые функции p = w1 и q = v − 2u, получаем

(
(ppx)

−1pτx

)
x

= 5c4e
−qp−1

x , qτx = 5c3e
2q + 5c4pe

−qp−1
x .

Эти примеры можно продолжить.
3. Следующие две системы

ut = u3 + u1v2 − u1v
2
1 , vt = (u2u1 + u2

1v1)e, e = ±1, (29)

связаны подстановкой u→ iu, поэтому их симметрии имеют различный вид. Мы при-
ведем все выражения только для случая e = −1.

uτ = c1w1 + c2w2 + c4(w4 − w1w3) + c5(w5 − w2w3),

vτ = −c1w1 + c2w2 + c3w3 + c4(w4 + w1w3)− c5(w5 + w2w3),
(30)

где

w1 = D−1
x eu−v, w2 = D−1

x e−u−v, w3 = D−1
x e2v, w4 = D−1

x w1e
2v, w5 = D−1

x w2e
2v.
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В случае c4 = c5 = 0 получаем следующие гиперболические системы

uτx = c1e
u−v + c2e

−u−v, vτx = −c1eu−v + c2e
−u−v + c3e

2v, при e = −1, (31)

uτx = e−v(c1 cosu+ c2 sin u), vτx = e−v(c1 sin u− c2 cosu) + c3e
2v, при e = 1, (32)

похожие на (23) и (24). Если c3 = 0, то эти системы распадаются на независимые
уравнения Лиувилля.

Если c5 = 0, то в переменных p = w1, q = w3 система (30) принимает следующий
вид:

pτx = px(2c1p− c3q − 2c4pq), (q−1
x qτx)x = 2c3qx − 2c1px + 4c4pqx + 2c4qpx + 2c2p

−1
x q−1

x .

4. Система

ut = u3 + v1v2 −
1

2
u3

1 +
1

2
u1v

2
1 + c1v1, vt = u2v1 −

1

2
u2

1v1 +
1

2
v3
1 − u1c1 + c2v1, (33)

содержит две существенные константы, от которых зависят и количество и вид допус-
каемых симметрий.

4.1. c1 = 0, c2 = 0. В этом случае система (33) упрощается

ut = u3 + v1v2 −
1

2
u3

1 +
1

2
u1v

2
1, vt = u2v1 −

1

2
u2

1v1 +
1

2
v3
1, (34)

и приобретает удивительные свойства. Эта система имеет бесконечное множество со-
храняющихся плотностей, содержащих произвольные функции. Например, следующее
выражение с произвольной функцией трех переменных F

ρ = v1F
(
(v2 − u1v1)v

−2
1 , v1e

−u, v
)

(35)

является сохраняющейся плотностью. В частности, f(v)eu – сохраняющаяся плотность
при произвольной функции f . Обобщенные симметрии системы (34) также имеют
функциональный произвол.

Система (34) видимо не интегрируются методом обратной задачи. Наличие функ-
ционального произвола в сохраняющихся плотностях указывает на ее вырожденность.
Действительно, если перейти в уравнениях (34) к переменным U, V по формулам
Ux = eu, Vx = veu, то приходим к соотношению UtVx − VtUx = 0, которое означает
функциональную зависимость между U и V .

4.2. Если c1 = 0, c2 6= 0, то допускается следующая 4-параметрическая нелокальная
симметрия

uτ = k1w1 + k2w2 + k3(w5 + 2w2w3) + k4(w1w5 − 4w1w2 + 2w2w4),

vτ = −2k2e
−uvx − 4e−uvxk3(2 + w3)− 4k4e

−uvxw4,
(36)

где
w1 = D−1

x eu, w2 = D−1
x e−u(v2

x + c2), w3 = D−1
x euw2,

w4 = D−1
x euw2w1, w5 = D−1

x (4v2
xe

−u − euw2
2).

По-видимому, имеется одна интересная локальная система, которая получается из (36),
в случае ki = 0, i > 2, простым дифференцированием:

uτx = k1e
u + k2(v

2
x + c2)e

−u, vτ = −2k2vxe
−u. (37)
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4.3. Пусть далее в системе (33) c1 6= 0, тогда изменив знак v, мы меняем знак c1,
поэтому будем считать для определенности c1 > 0. Далее, растяжением переменных t
и x получаем c1 = 1:

ut = u3 + v1v2 −
1

2
u3

1 +
1

2
u1v

2
1 + v1, vt = u2v1 −

1

2
u2

1v1 +
1

2
v3
1 − u1 + c2v1, (33a)

Свойства этой системы существенно зависят от c2, мы рассмотрим один случай c2 =

−a− a−1.
Нелокальная симметрия имеет следующий вид:

uτ = −ak1w1 + k2w2 + ak3w3 + k4w4,

vτ = k1w1 − ak2w2 − k3(w3 − 2avxe
−u−v/a)− ak4(w4 − 2vxe

−u−av).
(38)

Здесь

w1 = D−1
x eu+v/a, w2 = D−1

x eu+av, w3 = D−1
x e−u−v/a(a− v2

x), w4 = D−1
x e−u−av(1− av2

x).

Дифференцирование уравнений (38) приводит к следующей локальной системе:

uτx = −ak1e
u+v/a + k2e

u+av + ak3e
−u−v/a(a− v2

x) + k4e
−u−av(1− av2

x),

vτx = k1e
u+v/a − ak2e

u+av − k3e
−u−v/a(2auxvx − 2avxx + v2

x + a)

− ak4e
−u−av(2uxvx − 2vxx + av2

x + 1)

(39)

В приведенных формулах можно произвести замену параметра a = k+ic, a−1 = k−
ic, c =

√
1− k2. Это дает гиперболическую систему с функциями eu+kv, e−u−kv, sin(cv) и

cos(cv). Затем, в полученных выражениях можно перейти к пределу k → ε = ±1, c→ 0.
Но эти вычисления довольно утомительны.

Все остальные точно интегрируемые системы, найденные в работе [8], не допускают
нелокальных симметрий.

Заключение. Наше рассмотрение позволяет наметить следующий путь построе-
ния точно интегрируемых гиперболических систем из нелокальных эволюционных:

• найти все системы, связанные с исходной дифференциальными подстановками;

• вычислить нелокальные симметрии для найденных эволюционных систем, если
таковые существуют;

• для каждой нелокальной системы выполнить некоторую замену переменных или
продифференцировать систему по x.

Обычно в качестве новых динамических переменных выбираются нелокальные пере-
менные, возможно в какой-то комбинации с локальными выражениями. Иногда замена
переменных вообще не требуется.
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О НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
БИЦАДЗЕ-ЛЫКОВА

О.А. Репин, И.А. Кузнецова
СГЭУ, Самара, ул. Советской Армии, 141

Рассмотрим уравнение

y2Uxx − Uyy + αUx = 0, (|α| < 1) (1)

в области D, ограниченной интервалом J = (0, 1) и характеристиками AC = {(x, y) :

x− y2

2
= 0, y ≤ 0}, BC = {(x, y) : x+ y2

2
= 1, y ≤ 0}, уравнения (1).

Уравнение (1) имеет богатую историю. В своей книге [1], вышедшей в 1959 году,
А.В. Бицадзе рассмотрел его как пример уравнения

y2Uxx − Uyy + a(x, y)Ux + b(x, y)Uy + c(x, y)U = 0

для которого при |α| ≤ 1 корректна по Адамару задача Коши, хотя нарушено известное
условие Геллерстедта lim

y→0
y1−m

2 a(x, y) = 0.

В 1965 году это уравнение было выведено известным теплофизиком А.В. Лыковым
[2] методом термодинамики необратимых процессов.
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В 1998 году В.А. Нахушева [3] уточнила постановку задачи для уравнения (1),
сформулированной А.В. Лыковым, и нашла конструктивную формулу решения вновь
поставленной задачи через гипергеометрические функции.

В монографии А.М. Нахушева [4] показано, что к уравнению (1) можно прийти и
с помощью линеаризации реактивно-диффузионного уравнения Ut = [(αU + β)U ]xx +

µU − γU2.
Уравнение (1), пользуясь терминологией А.М. Нахушева, принято называть урав-

нением Бицадзе-Лыкова или уравнением влагопереноса.
Примем следующие обозначения

(Iα,β,η
0+ ϕ)(x) =





x−α−β

Γ(α)

x∫

0

(x− t)α−1F (α+ β,−η;α; 1− t

x
)ϕ(t)dt, α > 0,

(
d

dx

)n

(Iα+n,β−n,η−n
0+ ϕ)(x), α < 0, 0 < x < 1, n = [−α] + 1

– обобщенный дробный оператор с гипергеометрической функцией Гаусса 2F1(a, b; c; z),
введенный М. Сайго [5], который при β = −α обращается в хорошо известный оператор
Римана-Лиувилля [6]

(Iα,−α,η
0+ ϕ)(x) = (Iα

0+ϕ)(x) =
1

Γ(α)

x∫

0

(x− t)α−1ϕ(t)dt, α > 0, 0 < x < 1,

(I−α,α,η
0+ ϕ)(x) = (Dα

0+ϕ)(x) =

(
d

dx

)n

(In−α
0+ ϕ)(x), α > 0, 0 < x < 1, n = [α] + 1.

Через W (J) обозначим множество функций U(x, y) таких, что

lim
y→−0

[a(x, y)Uy + b(x, y)U ] ∈ C(J),

где a(x, y) и b(x, y) – заданные функции требуемой гладкости, причем предполагается
существование пределов a(x, 0), b(x, 0) при y → −0.

Пусть Hλ[0, 1](0 < λ ≤ 1) – класс функций, удовлетворяющих на отрезке [0, 1]

условию Гельдера фиксированного порядка λ [6] и Hλ
0 [0, 1] = {ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1];ϕ(0) =

ϕ(1) = 0}.
Для уравнения (1) изучим следующую краевую задачу.
Задача 1. Найти решение U(x, y) уравнения (1) из класса U(x, y) ∈ C(D̄)∩C2(D)∩

W (J), удовлетворяющее краевым условиям

lim
y→−0

[a(x, y)Uy + b(x, y)U ] = C(x)(x ∈ J̄), (2)

A1x
q+ 1

2

(
I

p,q,(α−1)/4−p
0+ t−1/2 U [Θ0(t)]

)
(x) =

A2(I
p+ 1−α

4
,0, a−3

4
−h

0+ [β(t)U(t,−0)](x) + γ(x), (x ∈ J),
(3)

где h = p+ q, A1 и A2 – ненулевые действительные константы; Θ0(x) – аффикс точки
пересечения характеристик уравнения (1), выходящих из точки (x, 0) c характеристи-
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кой AC; a(x, y), b(x, y), c(x), β(x), γ(x) – такие заданные функции, что

a(x, 0), b(x, 0), β(x) ∈ C1(J) ∩ C2(J), a(x, 0) 6= 0, β(x) 6= 0, ∀x ∈ J,

γ(x) ∈ Hλ(J) ∩ C2(J), 0 < λ <
3 + α

4
− p,

c(x) ∈ Hλ1

0 (J) ∩ C2(J), 0 < λ1 <
1

2
;

(4)

α− 1

4
< p <

3 + α

4
, q <

1

2
. (5)

В дальнейшем нам потребуются следующие свойства операторов обобщенного дроб-
ного исчисления [5], [7]

(Iα,β,η
0+ f)(x) = x−α−β−η(Iα,−α−η,−α−β

0+ f)(x)(α > 0), (6)

(Iα,β,η
0+ (Iγ,δ,α+η

0+ f)(t)(x) = (Iα+γ,β+δ,η
0+ f)(x)(γ > 0), (7)

а также лемма 5.1. из работы [8].

Лемма 5.1. Пусть 0 < −α < λ ≤ 1 и η > β − 1. Если ϕ(x) ∈ Hλ(J), то

xβ(Iα,β,η
0+ ϕ)(x) ∈ Hλ+α(J).

Переходим к доказательству однозначной разрешимости исследуемой задачи 1.
Используя решение задачи Коши U(x, 0) = τ(x), x ∈ J , lim

y→0−0
Uy(x, y) = ν(x) x ∈ J

для уравнения (1), когда |α| < 1 [9]

U(x, y) = c1

1∫

0

τ [x+
y2

2
(1− 2t)](1− t)α−3

4 t−
α+3

4 dt+

+ c2y

1∫

0

ν[x+
y2

2
(1− 2t)](1− t)α−1

4 t−
α+1

4 dt,

(8)

c1 =

√
π

Γ
(

1−α
4

)
Γ
(

1+α
4

) , c2 =

√
π

2Γ
(

3−α
4

)
Γ
(

α+3
4

)

найдем U [Θ0(x)].

U [Θ0(x)] = κ1(I
1−α

4
,0, α−3

4

0+ τ)(x) + κ2(I
3−α

4
,− 1

2
, α−3

4

0+ ν)(x), (9)

где

κ1 =

√
π

Γ
(

1+α
4

) , κ2 = −
√
π

2Γ
(

3+α
4

) .

На основании краевого условия (2) из соотношения (8) после простых преобразо-
ваний получим

a(x, 0)ν(x) + b(x, 0)τ(x) = c(x)

или
ν(x) = c1(x)− b1(x, 0)τ(x), (10)

где c1(x) = c(x)
a(x,0)

, b1(x, 0) = b(x,0)
a(x,0)

, a(x, 0) 6= 0 ∀x ∈ J
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Учитывая (9), (6) и (7), левая часть краевого условия (3) может быть представлена
следующим образом

A1x
q+ 1

2 (I
p,q, α−1

4
−p

0+ [t−
1
2 (I

1−α
4

,0, α−3

4

0+ τ)(t)])(x) =

= A1x
q+ 1

2 (I
p,q, α−1

4
−p

0+ (I
1−α

4
, 1
2
, α−1

4

0+ τ)(t))(x)

= A1x
q+ 1

2 (I
p+ 1−α

4
,q+ 1

2
, α−1

4
−p

0+ τ)(x) = A1(I
p+ 1−α

4
,0, α−3

4
−h

0+ τ)(x)

(11)

и подобным образом

A1x
q+ 1

2 (I
p,q, α−1

4
−p

0+ [t−
1
2 (I

3−α
4

,− 1
2
, α−3

4

0+ ν)(t)])(x) = A1(I
p+ 3−α

4
,− 1

2
, a−3

4
−h

0+ ν)(x). (12)

А тогда, принимая во внимание (9), (11) и (12), имеем

A1κ1(I
p+ 1−α

4
,0, α−3

4
−h

0+ τ)(x) + A1κ2(I
p+ 3−α

4
,− 1

2
, a−3

4
−h

0+ ν)(x) =

= A2(I
p+ 1−α

4
,0, a−3

4
−h

0+ [β(t)τ(t)])(x) + γ(x).
(13)

Применяя оператор

(I
p+ 1−α

4
,0, α−3

4
−h

0+ )−1 = I
−p− 1−α

4
,0,−q− 1

2

0+

к обеим частям (13), после несложных вычислений получим

(A1κ1 −A2β(x))τ(x) = −A1κ2
1

Γ(1
2
)

x∫

0

ν(t)√
x− tdt+ (I

−p− 1−α
4

,0,−q− 1

2

0+ γ)(x).(x ∈ J) (14)

Подставляя ν(x) из (10) в (14), будем иметь

τ(x) +

x∫

0

K(x, t)τ(t)dt = f(x), (15)

где

K(x, t) = − A1κ2b1(t, 0)

Γ
(

1
2

)√
x− t

1

µ(x)
, µ(x) = A1κ1 −A2β(x) 6= 0.

f(x) =
1

µ(x)
(I

−p− 1−α
4

,0,−q− 1
2

0+ γ)(x)− A1κ2

√
π

µ(x)
(I

1
2

0+c1)(x).

Выясним гладкость правой части уравнения (15) f(x).
На основании леммы 5.1 и условий (4)-(5)

(I
−p− 1−α

4
,0,−q− 1

2

0+ γ)(x) ∈ Hλ+p+ 1−α
4 (J).

Опираясь на условия (4) и (5), нетрудно показать, что

(I
1
2

0+c1)(x) ∈ Hλ1+
1
2 (J).

А поэтому окончательно имеем

f(x) ∈ Hmin(λ+p+ 1−α
4

,λ1+
1
2
)(J).
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Таким образом интегральное уравнение Вольтерра второго рода (15) со слабой
особенностью в ядре K(x, t) всегда однозначно разрешимо [10] и τ(x) ∈ C(J) ∩ C2(J).

Стало быть решение исследуемой задачи 1 дается формулой (8), где τ(x) и ν(x) од-
нозначно определяются соответственно из (15) и соотношения (10), причем ν(x)C1(J).

Перейдем теперь к случаю, когда α = 1. Для уравнения (1) при α = 1 исследуем
задачу 2, где по сравнению с задачей 1 условие (3) принимает вид условия

A1x
−p(Ip

0+U [Θ0(t)])(x) = A2(I
p,0,0
0+ β(t)U(t, 0))(x) + γ1(x). (16)

Здесь 0 < p < 1, γ1(x) ∈ Hλ2(J), 0 < p < λ2 ≤ 1, A1,A2 и β(x) отвечают требованиям
задачи 1.

Как и в задаче 1 вопрос однозначной разрешимости задачи 2 эквивалентно сводится
к разрешимости интегрального уравнения Вольтерра второго рода.

В заключение рассмотрим уравнение (1) при a = −1.
В этом случае изучим задачу 3, где по сравнению с задачей 2 краевое условие (16)

заменяется условием

A1x
q− 1

2 (Ip,q,−1−p
0+ U [Θ0(t)])(x) = A2(I

1+p,0,−(p+q+ 1
2
)

0+ β(t)U(t, 0))(x) + γ2(x).

Здесь −1 < p < 0, q < 3
2
, 0 < 1 + p < λ3 ≤ 1, c1(x), γ2(x) ∈ Hλ3(J); A1, A2 и β(x) те

же самые, что и в задаче 2.
Методика доказательства однозначной разрешимости задачи 3 аналогична доказа-

тельству однозначной разрешимости задач 1 и 2.
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О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ НЕЛОКАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА С ДВУМЯ

ЛИНИЯМИ ВЫРОЖДЕНИЯ

О.А. Репин, Т.В. Шувалова
Самарский государственный архитектурно-строительный университет,

Самара, ул. Молодогвардейская, 194.

Постановка задачи. Рассмотрим уравнение

xuxx + yuyy + αux + βuy = 0,
1

2
< α, β < 1 (1)

в области D, ограниченной при x > 0, y > 0 кривой Жордана σ с концами в точках
A(1; 0) и B(0; 1) и отрезком OB(x = 0, 0 ≤ y ≤ 1); при x > 0, y < 0 характеристиками
уравнения (1): OC : x+ y = 0, AC :

√
x+
√−y = 1.

Обозначим через D0 = D ∩ {x > 0, y > 0} эллиптическую часть области D и через
D1 = D ∩ {x > 0, y < 0} гиперболическую часть области D.

Пусть θ0(x) = x
4
− ix

4
– аффикс точки пересечения характеристик уравнения (1),

выходящих из точки (x; 0), 0 < x < 1, с характеристикой OC.
(Iα,β,η

0+ ϕ)(x) – обобщенный оператор дробного интегродифференцирования с гипер-
геометрической функцией Гаусса F (a, b; c; z), введенный японским математиком М.
Сайго [1]

(Iα,β,η
0+ ϕ)(x) =






x−α−β

Γ(α)

x∫

0

(x− t)α−1F
(
α + β,−η;α; 1− t

x

)
ϕ(t) dt,

0 < x < 1, α > 0, β, η ∈ C,
dn

dxn
Iα+n,β−n,η−n
0+ ϕ(x), 0 < x < 1, α < 0, β, η ∈ C, n = [−α] + 1.

(2)

Для уравнения (1) поставим и исследуем следующую нелокальную краевую задачу.
Задача I. Найти функцию u(x, y), удовлетворяющую следующим условиям:
1) u(x, y) является решением уравнения (1) в области D;
2) u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D) ∩ C1[(D0 \OB ∪OA) ∩ (D1 \OA)];
3) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям:

u(x, y)|σ = ϕ(s), 0 ≤ s ≤ l; (3)

u(0; y) = ϕ1(y), 0 ≤ y ≤ 1; (4)

I
1
2
−β, 1+β−α

2
, α+β−1

2

0+ xβ−1u[θ0(x)] = Ax
α+β−3

2 a(x)u(x, 0) + b(x); (5)

4) u(x, y) удовлетворяет условию склеивания

lim
y→0+0

yβuy(x, y) = lim
y→0−0

(−y)βuy(x, y), (0 < x < 1); (6)

где ϕ(s) и ϕ1(y) - заданные непрерывные функции; A – отрицательная действитель-
ная константа; a(x) ∈ C[0, 1], a(x) – положительная, неубывающая на отрезке [0, 1]

функция; b(x) – заданная достаточно гладкая функция.
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Отметим, что краевые задачи для уравнений смешанного типа с двумя линиями
изменения типа изучались в работах [2]-[6] и др. Данная работа посвящена доказа-
тельству единственности решения нелокальной задачи, существенной особенностью
которой является наличие оператора обобщенного дробного интегродифференцирова-
ния в краевом условии (5).

Задача DN (Дирихле-Неймана). Найти в области D0 регулярное решение урав-
нения (1), непрерывное в замкнутой области D0, удовлетворяющее краевым условиям
(3), (4) и

lim
y→0+0

yβuy(x, y) = ν1(x), (0 < x < 1); (7)

где ϕ(s) и ϕ1(y) – заданные непрерывные функции; ν1(x) ∈ C(0; 1), может обращаться
в бесконечность на концах интервала (0; 1) порядка меньше 1−α; ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ1(1) =

0.

Регулярным решением уравнения (1) [7] в области D0 будем называть функцию
u(x, y), имеющую непрерывные производные до второго порядка в области D0 и удов-
летворяющую уравнению (1) во всех точках области D0.

С помощью функции Грина [8]

G(x, y; x0, y0) = g(x, y; x0, y0)− (R2)1−α−βg(x, y; x0, y0),

где g(x, y; x0, y0) – фундаментальное решение уравнения (1), имеющее вид

g(x, y; x0, y0) = kx1−α
0 yβ−1(r2)α−β−1F2(β − α + 1,

3

2
− α, β − 1

2
; 3− 2α, 2β − 1; t, z),

где

k =
2β−α−1Γ(3

2
− α)Γ(β − 1

2
)Γ(β − α + 1)

πΓ(3− 2α)Γ(2β − 1)
, t = 1− r2

1

r2
,

z = 1− r2
2

r2
, r2 = (

√
x−√x0)

2 + (
√
y −√y0)

2, r2
1 = (

√
x+
√
x0)

2 + (
√
y −√y0)

2,

r2
2 = (

√
x−√x0)

2 + (
√
y +
√
y0)

2,
√
x0 =

√
x0

R2
,
√
y0 =

√
y0

R2
, R2 = x0 + y0,

F2(a, b, b
′; c, c′; x, y) =

∞∑

m,n=0

(a)m+n(b)m(b′)n

(c)m(c′)n
· x

m

m!
· y

n

n!
,

F2 – гипергеометрическая функция Горна [9], решение задачи DN можно получить в
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явном виде

u(x, y) = −kx1−α

1∫

0

ν1(t)
[F (β − α + 1, 3

2
− α; 3− 2α;− 4

√
tx

(
√

t−√
x)2+y

)

((
√
t−√x)2 + y)1+β−α

−

−
(x+ y)1−α+βF (β − α + 1, 3

2
− α; 3− 2α;− 4

√
tx(x+y)

(
√

t(x+y)−√
x)2+y

)

((
√
t(x+ y)−√x)2 + y)1+β−α

]
dt+

+ (1− α)kx1−α

1∫

0

ϕ1(t)t
β−1
[F (β − α + 1, β − 1

2
; 2β − 1;− 4

√
ty

x+(
√

t−√
y)2

)

(x+ (
√
t−√y)2)1+β−α

−

−
(x+ y)1+β−αF (β − α + 1, β − 1

2
; 2β − 1;− 4

√
ty(x+y)

x+(
√

t(x+y)−√
y)2

)

(x+ (
√
t(x+ y)−√y)2)1+β−α

]
dt−

−

√
2∫

0

ϕ(s)As[G(ξ, η; x, y)]ds,

(8)

где

As[f ] = x
dy

ds

∂

∂x
f − ydx

ds

∂

∂y
f,

dy

ds
= cos(n, x),

dx

ds
= − cos(n, y),

n – внешняя нормаль к кривой σ.

Полагая в формуле (8) y = 0, найдем соотношение между τ1(x) = u(x, 0) и ν1(x),
принесенное из эллиптической части D0 на отрезок OA.

τ1(x) = u(x, 0) = −kA∗
1x

1−α−β

1∫

0

tα−1ν1(t)F
(
α + β − 1, β; 2β; 1− t

x

)
dt−

− kA∗
2x

β−α

1∫

0

tα−1ν1(t)(t− x)1−2βF
(
1− β, α− β; 2− 2β; 1− t

x

)
dt+

+ kA∗
1

1∫

0

tα−1ν1(t)F (α + β − 1, β; 2β; 1− tx)dt+

+ kA∗
2

1∫

0

tα−1ν1(t)(tx− 1)1−2βF (1− β, α− β; 2− 2β; 1− tx)dt+ f(x),

(9)

где

A∗
1 =

Γ(2− α)Γ(1− 2β)

Γ(1− β)Γ(2− α− β)
, A∗

2 =
Γ(2− α)Γ(2β − 1)

Γ(β − α + 1)Γ(β)
,

f(x) = (1− α)kx1−α

1∫

0

ϕ1(t)t
β−1

(
1

(x+ t)1+β−α
− 1

(1 + xt)1+β−α

)
dt+ f0(x),
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f0(x) = −

√
2∫

0

ϕ(s)As[G(ξ, η; x, y)]y=0 ds =

= (1 + β − α)kx1−α(x− 1)

1∫

0

ϕ[
√

2(1− t)](1− t)β−1(1 + x+ 2
√
xt)α−β−2×

× F
(
β − α + 2,

3

2
− α; 3− 2α;

4
√
tx

1 + x+ 2
√
tx

)
dt.

Справедлива следующая лемма [10].

Лемма 1. Если решение u(x, y) уравнения (1) достигает максимума (минимума)

в точке (x0; 0), 0 < x0 < 1, то lim
y→0+0

yβuy(x0, y) < 0 ( lim
y→0+0

yβuy(x0, y) > 0), при условии,

что этот предел существует.

Исследование уравнения (1) в гиперболической области. D1. Воспользовав-
шись решением задачи Коши для уравнения (1) [11], найдем u[θ0(x)].

u[θ0(x)] = k1x
1−β
(
I

β− 1
2
, α−β−1

2
, α−β

2

0+ t
α+β−3

2 τ2(t)
)
(x)+

+ k2x
1−α
(
I

3

2
−β, β−α−1

2
, β−α

2

0+ t
α−β−1

2 ν2(t)
)
(x),

(10)

где τ2(x) = u(x,−0), ν2(x) = lim
y→0−0

(−y)βuy(x, y),

k1 =
2α−βΓ(2β − 1)

Γ(β − 1
2
)

, k2 = −2α+3β−3Γ(2− 2β)

Γ(3
2
− β)

.

Подставим u[θ0(x)] в краевое условие (5) и, выполнив необходимые вычисления,
получим

k2ν2(x) = AI2β−2,α−β,1−β
0+ xα−1a(x)τ2(x)− k1I

2β−2,α−β,1−β
0+ xα−1τ2(x) + b1(x), (11)

где b1(x) = I2β−2,α−β,1−β
0+ x(1+α−β)/2b(x).

Лемма 2. Если u(x, y) - решение уравнения (1) таково, что u(x, 0) = τ2(x) до-

стигает наибольшего положительного (наименьшего отрицательного) значения в

точке x0, 0 < x0 < 1, (при этом b(x) ≡ 0), то ν2(x0) > 0 (ν2(x0) < 0).

Доказательство. Рассмотрим обобщенный оператор из второго слагаемого

I2β−2,α−β,1−β
0+ xα−1τ2(x) =

d

dx
(I2β−1,α−β−1,−β

0+ xα−1τ2(t))(x) =

=
1

Γ(2β − 1)

d

dx

x∫

0

x2−α−β(x− t)2β−2tα−1F
(
α + β − 2, β; 2β − 1;

x− t
x

)
τ2(t)dt =

=
1

Γ(2β − 1)

d

dx

x∫

0

tα−1(x− t)β−α
(x− t

x

)α+β−2

F
(
α+ β − 2, β; 2β − 1;

x− t
x

)
τ2(t)dt.

Пусть

J1δ(x) =
1

Γ(2β − 1)

d

dx

x−δ∫

0

tα−1(x− t)β−α
(x− t

x

)α+β−2

F
(
α+β−2, β; 2β−1;

x− t
x

)
τ2(t)dt.

108



После определенных преобразований получим

J1δ(x) =
1

Γ(2β − 1)
(x− δ)α−1δβ−α

( δ
x

)α+β−2

F
(
α + β − 2, β; 2β − 1;

δ

x

)
τ2(x− δ)−

− 1

Γ(2β − 1)
xβ−1

( δ
x

)2β−2

F
(
β − α, β − 1; 2β − 1;

δ

x

)
τ2(x)+

+
1

Γ(2β − 1)
xβ−1 Γ(2β − 1)Γ(α)

Γ(α+ β − 1)Γ(β)
τ2(x)−

− 2β − 2

Γ(2β − 1)

x−δ∫

0

x2−α−β τ2(x)− τ2(t)
(x− t)3−2β

tα−1F
(
α + β − 2; β − 1; 2β − 2;

x− t
x

)
dt.

При переходе к пределу при δ → 0 с учетом преобразований гипергеометрической
функции, стоящей под знаком интеграла, окончательно имеем

J1 = xβ−1 Γ(α)

Γ(α+ β − 1)Γ(β)
τ2(x) +

(2− 2β)2β−α

Γ(2β − 1)
x1−α×

×
x∫

0

τ2(x)− τ2(t)
(x− t)3−2β

(t+ x)α−βF
(β − α

2
;
β − α + 1

2
; β − 1

2
;
(t− x
t+ x

)2)
dt.

Таким образом доказано, что в точке x0 I2β−2,α−β,1−β
0+ xα−1τ2(x) > 0.

При условиях, наложенных на функцию a(x), аналогично тому, как проделано вы-
ше, можно показать, что обобщенный оператор, входящий в первое слагаемое в фор-
муле (11), также положителен.

Заметим теперь, что в формуле (11) k2 < 0, A < 0, k1 > 0. Из этого следует, что
ν2(x0) > 0. Лемма 2 доказана.

Теорема. Задача I для уравнения (1) имеет единственное решение.

Доказательство теоремы непосредственно следует из лемм 1 и 2 и условия склеи-
вания (6).
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СУЩЕСТВЕННО НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ВЫРОЖДЕНИЕМ

ТИПА И ПОРЯДКА

О.А. Репин, Р.Н. Салихов
СамГТУ, Самара, E-mail: salrus@mail.ru

Рассмотрим уравнение

|y|2muxx + yuyy + αuy = 0 , (1)

где m > 1
2
, а α – заданная действительная постоянная. Данное уравнение было пред-

ложено и исследовано при (1−2m)
2

6 α < 1 в работах А. В. Бицадзе [1] как модель урав-
нения смешанного типа, порядок которого вырождается вдоль линии изменения типа.

Пусть D – конечная односвязная область плоскости независимых переменных x и
y, ограниченная характеристиками

AC : x− 2

2m+ 1
(−y) 2m+1

2 = 0, BC : x+
2

2m+ 1
(−y) 2m+1

2 = 1

уравнения (1) и отрезком J̄ ≡ AB = {x : 0 6 x 6 1}.
Θ0(x) =

(
x/2,− (x/m0)

m0/2
)

– точка пересечения характеристики уравнения (1),

выходящей из точки x ∈ J c характеристикой AC. Iα,β,η
1− – оператор обобщенного дроб-

ного интегро-дифференцирования с гипергеометрической функцией Гаусса, введенный
в [2] и имеющий при действительных α(α 6= 0), β, η ∈ R и x > 0 вид

(Iα,β,η
1− ϕ)(x) =

(1− x)−α−β

Γ(α)

∫ 1

x

(t− x)α−1F
(
α + β,−η, α;

t− x
1− x

)
ϕ(t)dt, α > 0. (2)

Eα,β
0+ – оператор Эрдейи-Кобера, который действует на функцию f(x) по формуле [3]

(Eα,β
0+ f)(x) =

x−α−β

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1tβf(t)dt ; (3)

Γ(x) – гамма-функция Эйлера; F (a, b, c; x) – гипергеометрическая функция Гаусса.
В области D поставим и изучим следующую задачу:

Задача 1. Найти решение u(x, y) ∈ C(D̄)
⋂
C2(D) уравнения (1), удовлетворяющее

краевым условиям

lim
y→0−

[
(E1−2β,2β−1

0+ a(t, y)uy(t, y))(x) + u(x, y)
]

= ϕ1(x), (4)

A(Eγ,−γ+β−1
0+ u[Θ0])(x) +B(Iγ−β+,c,−γ+β−1

1− lim
y→0−

(−y)αuy(x, y))(x) = ϕ2(x), (5)
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где ϕ1(x) и ϕ2(x) – известные функции, A и B – действительные постоянные, γ, c –
заданные числа, 1

2
−m < α < 1 .

Теорема 1. Пусть m > 1
2

и выполнены условия

1

2
−m < α < 1, a(x, y) = (−y)αa1(x), γ < β − 1, c > −γ + β − 1,

λ0 > 0, 1− 2β < λ1 0 1, λ2 > 0,

a1(x) ∈ Hλ0[0, 1], ϕ1(x) ∈ Hλ1[0, 1], ϕ2(x) ∈ Hλ2 [0, 1],

тогда задача 1 имеет и притом единственное решение в классе H0[0, 1].

Доказательство. При 1
2
−m < α < 1 регулярное решение u(x, y) уравнения (1),

удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = τ(x) , 0 6 x 6 1 , (6)

lim
y→−0

(−y)αuy(x, y) = ν(x) , 0 < x < 1 , (7)

где τ(x) ∈ C1(J̄)
⋂
C2(J) , ν(x) ∈ C1(J) дается формулой [1]

u(x, y) =
Γ(2β)

Γ2(β)

∫ 1

0

τ
[
x+ (1− 2t)(−y)

2
m0

m0

2

]
tβ−1(1− t)β−1dt−

− m0Γ(1− 2β)

2Γ2(1− β)
(−y)1−α

∫ 1

0

ν
[
x+ (1− 2t)(−y)

2
m0

m0

2

]
t−β(1− t)−βdt ,

(8)

где

β =
2m− 1 + 2α

2(2m+ 1)
, m0 =

4

2m+ 1
.

Используя (6),(7), из условия (4) имеем

τ(x) = ϕ1(x)− (E1−2β,2β−1
0+ a1(t)ν)(x). (9)

На основании решения задачи Коши (8) и формулы (3) получим, что

u[Θ0] =
Γ(2β)

Γ(β)
(Eβ,β−1

0+ τ)(x)− Γ(1− 2β)

2Γ(1− β)

(
2m+ 1

4

)−2β

x1−2β(E1−β,−β
0+ ν)(x). (10)

С учетом обозначений

A0 =
Γ(2β)

Γ(β)
, B0 =

Γ(1− 2β)

2Γ(1− β)

(
2m+ 1

4

)−2β

(11)

соотношение (10) перепишем в виде

u[Θ0] = A0(E
β,β−1
0+ τ)(x)− B0x

1−2β(E1−β,−β
0+ ν)(x). (12)

При условиях β > 0, α+β > 0, либо β < 0, α > 0, либо α < 0, α+β 6 0 верна формула
[3]

(Eα,η
0+ t

βf)(x) = xβ(Eα,η+β
0+ f)(x). (13)
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Используя (13), получим

u[Θ0] = A0(E
β,β−1
0+ τ)(x)−B0(E

1−β,β−1
0+ t1−2βν)(x). (14)

Подставив (14) в условие (5) и используя формулу [3]

(Eα,η
0+ E

β,η+α
0+ f)(x) = (Eα+β,η

0+ f)(x). (15)

будем иметь

AA0(E
γ+β,−γ+β−1
0+ τ)(x)− AB0(E

γ−β+1,−γ+β−1
0+ t1−2βν)(x)+

+B(Iγ−β+1,c,−γ+β−1
1− ν)(x) = ϕ2(x).

(16)

Применив к (16) оператор E−γ+β−1,0
0+ , на основании (15) получим

AA0(E
2β−1,0
0+ τ)(x)−AB0x

1−2βν(x) +

+B(E−γ+β−1,0
0+ Iγ−β+1,c,−γ+β−1

1− ν)(x) = (E−γ+β−1,0
0+ ϕ2)(x). (17)

Подставим τ(x) из (9) в соотношение (17)

AA0(E
2β−1,0
0+ ϕ1)(x)− AA0(E

2β−1,0
0+ E1−2β,2β−1

0+ a1(t)ν)(x)− AB0x
1−2βν(x) +

+B(E−γ+β−1,0
0+ Iγ−β+1,c,−γ+β−1

1− ν)(x) = (E−γ+β−1,0
0+ ϕ2)(x). (18)

Перепишем (18) в следующем виде

−AA0a1(x)ν(x)−AB0x
1−2βν(x) +B(E−γ+β−1,0

0+ Iγ−β+1,c,−γ+β−1
1− ν)(x) =

= (E−γ+β−1,0
0+ ϕ2)(x)−AA0E

2β−1,0
0+ ϕ1(x). (19)

С учетом формулы [4]

(Ia,b,0
0+ I−a,c,a

1− ν)(x) =
sin π(a+ 1)

π
xb

∫ 1

0

u−a(1− u)a−c(u− x)−1ν(u)du−

− cosπ(a+ 1)x−a−b(1− x)a−cν(x). (20)

и в силу того, что Eα,η
0+ = Iα,0,η

0+ равенство (19) примет вид
[
−AA0a1(x)−AB0x

1−2β − B cosπ(−γ + β)xγ−β+1(1− x)−γ+β−1−c
]
ν(x) +

+B
sin π(−γ + β)

π

∫ 1

0

uγ−β+1(1− u)−γ+β−1−c ν(u)

u− xdu = g(x) , (21)

где g(x) = (E−γ+β−1,0
0+ ϕ2)(x)− AA0E

2β−1,0
0+ ϕ1(x).

Произведя замену

ω(x) = xγ−β+1(1− x)−γ+β−1−cν(x) , (22)

получим сингулярное интегральное уравнение

[AA0a1(x)x
−γ+β−1(1− x)γ−β+1+c + AB0x

−γ−β(1− x)γ−β+1+c]ω(x)+

+B cos π(−γ + β)ω(x)− B sin π(−γ + β)

π

∫ 1

0

ω(u)

u− xdu = g(x).
(23)
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Решение полученного характеристического сингулярного уравнения (23) будем искать
в классе H∗

0 = H∗([0, 1)])
⋂
C([0, 1)) гельдеровских функций ограниченных в точке

x = 0 и неограниченных в точке x = 1.
При γ < β − 1 верны все формулы композиции и сдвига для операторов Эрдейи-

Кобера, а при γ < β − 1, c > −γ + β − 1, a1(x) ∈ Hλ0[0, 1], λ0 > 0 функция

s1(x) = −AA0a1(x)x
−γ+β−1(1− x)γ−β+1+c −AB0x

−γ−β(1− x)γ−β+1+c −
−B cosπ(−γ + β) ∈ Hmin(−γ+β−1,γ−β+1+c,λ0)[0, 1].

Так как s2(x) = B sin π(−γ + β),то при x ∈ [0, 1] выполняется условие s2
1 + s2

2 6= 0.
Для выяснения гладкости правой части g(x) интегрального уравнения (23) вос-

пользуемся следующими леммами [5], [6]:

Лемма 1. Пусть 0 < −α < λ 0 1 и η > β − 1. Если ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1], то

xβ(Iα,β,η
0+ ϕ)(x) , (1− x)β(Iα,β,η

1− ϕ)(x) ∈ Hλ+α[0, 1].

Лемма 2. Пусть α > 0, η > β − 1, λ > 0 и ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1]. Тогда

xβ(Iα,β,η
0+ ϕ)(x) , (1− x)β(Iα,β,η

1− ϕ)(x) ∈ Hλ[0, 1].

Рассмотрим функцию g(x) = (E−γ+β−1,0
0+ ϕ2)(x) − AA0(E

2β−1,0
0+ ϕ1)(x). Если ϕ1(x) ∈

Hλ1[0, 1] и 1 − 2β < λ1 < 1, то согласно лемме 1 (I2β−1,0,0
0+ ϕ1)(x) ∈ Hλ1+2β−1[0, 1]. При

ϕ2(x) ∈ Hλ2[0, 1], λ2 > 0 и γ < β − 1 согласно лемме 2 имеем, что (I−γ+β−1,0,0
0+ ϕ2)(x) ∈

Hλ2[0, 1]. Следовательно, функция g(x) ∈ Hmin(λ1+2β−1,λ2)[0, 1].
Найдем индекс интегрального уравнения

G(x) =
s1(x)− is2(x)

s1(x) + is2(x)
= eiθ(x), θ(x) = argG(x);

G(0) = G(1) =
−B cosπ(−γ + β)− iB sin π(−γ + β)

−B cos π(−γ + β) + iB sin π(−γ + β)
=

= cos2 π(−γ + β)− sin2 π(−γ + β) + 2i sin π(−γ + β) cosπ(−γ + β) =

= cos 2π(−γ + β) + i sin 2π(−γ + β) = ei2π(−γ+β).

Тогда

argG(0) = argG(1) = 2π(−γ + β) + 2πn, n ∈ Z.

Возьмем 0 0 argG(0) < 2π. Индекс уравнения (23) для искомого класса функций
равен

χ =

[
θ(1)

2π

]
= 0.

Таким образом, сингулярное уравнение (23) имеет единственное решение, а значит и
решение задачи 1 существует и единственно.

Отметим, что задачу с подобным условием (4) для вырождающегося гиперболичес-
кого уравнения рассматривал C.Ю. Назаров [7], однако в данной работе были исполь-
зованы только операторы Римана-Лиувилля. Краевое условие (5) названо А.М. Наху-
шевым в его книге [8], как нелокальное внутреннекраевое условие, но А.М. Нахушев
использовал также операторы Римана-Лиувилля.
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О РЕГУЛЯРИЗАЦИИ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ ПРИ РЕШЕНИИ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ В
НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ

О.В. Савкова
Орловский государственный университет, 302026, Орел, ул. Комсомольская, 95

При рассмотрении начально-краевой задачи для уравнения смешанного типа с
кратным запаздыванием [1]

L(u) ≡ yuxx(x, y) + uyy(x, y)− yu(x− (1 +H(y))τ, y) = 0, (1)

гдеH(ξ) – функция Хевисайда, 0 < τ ≡ const, вопрос существования решения сводится
к разрешимости сингулярного интегрального уравнения

zν
k(x) + λ

+∞∫

0

zν(t)

( |(2k + 1)τ − t|
|(2k + 1)τ − x|

)2/3 [
sign(t− (2k + 1)τ)

t− x −

−
(
t+ (2k + 1)τ

|(2k + 1)τ − t|

)2/3
1

t+ x

]
dt = ρk(x), (2)

2kτ 6 x 6 2(k + 1)τ, x 6= (2k + 1)τ, k = 0, 1, ...
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Здесь ρk(x) известная функция, принадлежащая классу C([2kτ ; (2k + 1)τ)
⋃

((2k +

1)τ ; 2(k + 1)τ ])
⋂
C(1,λ)([2kτ ; (2k + 1)τ)

⋃
((2k + 1)τ ; 2(k + 1)τ ]), 0 < λ 6 1 и при x →

(2k + 1)τ обращается в бесконечность порядка не выше 2/3, а при x→ 0 ρ0(x) и ρ′0(x)
конечны. Кроме того ρk(x)→ 0 при x→ +∞.

Для регуляризации сингулярного интегрального уравнения (2) представим его в
виде

zν
k(x)+λ

2(k+1)τ∫

2kτ

zν
k(t)

(
t−2(k+1)τ

x−2(k+1)τ

)2/3
sign(t−2(k+1)τ)

τ − x dt = βk(x) (3)

(k = 1, 2, . . . ), 2kτ < x < 2(k + 1)τ , x 6= (2k + 1)τ и

zν
0 (x)+λ

2τ∫

0

zν
0 (t)

(
t−τ
x−τ

)2/3
2t sign(t−τ)
τ 2−x2

dt = β0(x), 0<x<τ, x6=τ, (4)

где

βk(x) = ρk(x) + λ

∞∫

0

zν(t)Ak(x, t)dt, (k = 0, 1, . . . ), (5)

Ak(x, t) =

(
t− 2(k + 1)τ

x− 2(k + 1)τ

)2/3
{(

t+ 2(k + 1)τ

t− 2(k + 1)τ

)2/3
1

t+ x
−

−[H(2kτ − t) +H(t− 2(k + 1)τ)]
sign(t− 2(k + 1)τ)

t− x

}

(k = 1, 2, . . . ), 2kτ 6 x 6 2(k + 1)τ , x 6= (2k + 1)τ и

A0(x, t) =

(
t− τ
x− τ

)2/3
{[

sign(t− τ) +

(
t+ τ

t− τ

)2/3
]
H(2τ − t)
t+ x

−

−H(t− 2τ)

[
sign(t− τ)
t− x −

(
t+ τ

t− τ

)2/3
1

t+ x

]}
,

0 < x 6 2τ , x 6= τ .
Ядра Ak(x, t) непрерывно дифференцируемы в квадратах 2kτ 6 x, t 6 2(k + 1)τ ,

x 6= (2k + 1)τ , k = 1, 2, . . . и 0 < x, t 6 2τ , x 6= (2k + 1)τ , а в случае x = (2k + 1)τ, k =

1, 2, . . . (x = 0) имеют особенность порядка 2/3 (1/3) и исчезают на бесконечности.
Делая в (3) и (4) подстановки t = 2τ(z + k), x = 2τ(y + k) и

t = 2τ
√
z, x = 2τ

√
y соответственно, получим сингулярные интегральные уравнения

pk(y)− λ
1∫

0

pk(z)
sign(1− 2z)

z − y dz = αk(y), 0 < y < 1, y 6= 1

2
(6)

и

p0(y)− λ
1∫

0

p0(z)
sign(1− 4z)

z − y dz = α0(y), 0 < y < 1, y 6= 1

4
, (7)
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где

pk(y)=z
ν
k(2τ(y+k))(2y−1)2/3, αk(y)=βk(2τ(y+k))(2y−1)2/3 (k=1, 2, . . .)

и

p0(y) = zν
0 (2τ
√
y)(2
√
y − 1)2/3, α0(y) = β0(2τ

√
y)(2
√
y − 1)2/3.

Решение уравнений (6)–(7) будем искать в классе функций zν
k(x), удовлетворяющих

условию Гельдера внутри промежутков (2kτ, 2(k + 1)τ), x 6= (2k + 1)τ и имеющих в
точках x = (2k + 1)τ (x = 0) особенность порядка не выше (ниже) 2/3.

Уравнения (6) и (7) совпадают с уравнением (7) работы [2], где проведена его ре-
гуляризация. Используя полученную в указанной работе формулу обращения и воз-
вращаясь к старым обозначениям, представим решение сингулярных интегральных
уравнений (3)–(4) в форме

zν
k(x) =

βk(x)

1 + λ2π2
+

λ

1 + λ2π2

2(k+1)τ∫

2kτ

βk(t)Rk(x, t)dt (8)

где, 2kτ < x < 2(k + 1)τ , x 6= 2(k + 1)τ , k = 0, 1, . . . ,

Rk(x, t)=

exp

(
Γ

(
x−2kτ

2τ

))

exp

(
Γ

(
t−2kτ

2τ

))
(
t−(2k+1)τ

x−(2k+1)τ

)2/3
sign((2k+1)τ−t)

t− x (9)

2kτ < x < 2(k + 1)τ , x 6= 2(k + 1)τ , k = 1, 2, . . . и

R0(x, t)=

exp Γ

(
x2

4τ 2

)

exp Γ

(
t2

4τ 2

)
(
t−τ
x−τ

)2/3
2tsign(τ−t)
t2−x2

, 0 < x < 2τ, x 6= τ. (10)

Подставляя в (8) значение βk(x) из (5), приходим к интегральному уравнению

zν
k(x)− λ

+∞∫

0

zν(t)Tk(x, t)dt = ηk(x) (11)

2kτ < x < 2(k + 1)τ , x 6= 2(k + 1)τ , k = 0, 1, . . . , где

Tk(x, t) =
Ak(x, t)

1 + λ2π2
+

λ

1 + λ2π2

2(k+1)τ∫

2kτ

Rk(x, ξ)Ak(ξ, t)dξ,

ηk(x, t) =
ρk(x)

1 + λ2π2
+

λ

1 + λ2π2

2(k+1)τ∫

2kτ

ρk(ξ)Rk(x, ξ)dξ.
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Полагая в (11)

zν(x) = {zν
k(x), 2kτ<x<2(k+1)τ, x6=(2k+1)τ (k=0, 1, 2 . . . )},

η(x) = {ηk(x), 2kτ<x<2(k+1)τ, x6=(2k+1)τ (k=0, 1, 2 . . . )},
T (x, t)={Tk(x, t), 2kτ<x<2(k+1)τ, x6=(2k+1)τ (k=0, 1, 2 . . . )},

получаем интегральное уравнение

zν(x)− λ
+∞∫

0

zν(t)T (x, t)dt = η(x). (12)

Исследование уравнения (12) аналогично [2] показывает, что оно является урав-
нением Фредгольма, однозначная разрешимость которого следует из теоремы единст-
венности решения задачи для уравнения (1) в неограниченной области [1].
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О ПОСТРОЕНИИ СИММЕТРИЙ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ
ЛИУВИЛЛЕВСКОГО ТИПА∗

С.Я. Старцев
Институт математики с ВЦ УНЦ РАН, Уфа, ул. Чернышевского, 112

Одним из хорошо известных нелинейных интегрируемых уравнений является урав-
нение Лиувилля uxy = eu. К числу наиболее характерных свойств уравнения Лиувилля
относятся наличие у него нетривиальных интегралов и завершение нулем последова-
тельности инвариантов Лапласа [1] линеаризованного уравнения. Каждое из указан-
ных свойств может быть положено в основу определения уравнений лиувиллевского
типа. В [2]–[4] было доказано, что для скалярных уравнений

uxy = F (x, y, u, ux, uy) (1)

эти два определения эквивалентны, и на основе этого для уравнений, допускающих
нетривиальные интегралы, в [2] были построены явные формулы для симметрий. В
случае же систем уравнений вида (1), то есть когда u является n-мерным вектором, а F
– вектор-функцией, эти определения, согласно [5], вообще говоря различны и вопрос о
построении симметрий для каждого их этих двух определений следует рассматривать
отдельно. Это и является темой настоящей заметки.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 05-01-00775.
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Введем необходимые обозначения и определения. Через gz = ∂g/∂z, где g – скаляр-
ная функция, z – вектор (z1, z2, . . . , zn)⊤, будем обозначать строку (∂g/∂z1 , ∂g/∂z2,
. . . , ∂g/∂zn), а для вектор-функции g через gz будем обозначать матрицу, строки ко-
торой получены применением ∂/∂z к компонентам вектор-функции. Под функциями
далее мы будем понимать дифференциальные функции, то есть будем предполагать,
что они зависят не только от x и y, но и, вообще говоря, от вектор-функции u(x, y)

и конечного числа ее частных производных. Так как смешанные производные u мы
можем исключить в силу системы (1), в дальнейшем будем считать, что все функции
могут зависеть лишь от x, y, u, ui = ∂iu/∂xi, vi = ∂iu/∂yi. Когда нам необходимо под-
черкнуть, что g зависит от конечного числа переменных из вышеуказанного набора,
мы пишем g[u].

Полные производные по x и y в силу (1) обозначим через Dx и Dy соответственно.
Для любой скалярной функции g эти полные производные задаются формулами

Dx(g) =
∂g

∂x
+
∂g

∂u
u1 +

∞∑

i=1

(
∂g

∂ui

ui+1 +
∂g

∂vi

Di−1
y (F )

)
,

Dy(g) =
∂g

∂y
+
∂g

∂u
v1 +

∞∑

i=1

(
∂g

∂vi
vi+1 +

∂g

∂ui
Di−1

x (F )

)
.

Для более компактной записи формул, здесь и далее мы исходим из того соглашения,
что нулевые степени любых дифференцирований совпадают с оператором умножения
на единицу (тождественным отображением). На векторах и матрицах действие Dx и
Dy определяется как результат покомпонентного применения этих операций.

Оператором, формально сопряженным к дифференциальному оператору

Z =

k∑

i=0

m∑

j=0

cij [u]D
i
xD

j
y ,

где cij – матрицы, будем называть оператор

Z+ =

k∑

i=0

m∑

j=0

(−1)j+jDi
xD

j
y ◦ c⊤ij[u] ,

где символами ◦ и⊤ обозначены композиция операторов и операция транспонирования
матриц соответственно.

Действующий на множестве n-мерных вектор-функций оператор

L = DxDy − FuxDx − FuyDy − Fu (2)

мы будем называть оператором линеаризации системы (1). Будем говорить, что век-
тор-функция f является симметрией системы (1), если выполнено соотношение
L(f) = 0.

Пользуясь симметрией x ↔ y формулы (1), далее мы будем приводить лишь одно
из двух «симметричных» определений и утверждений.
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Построение симметрий по интегралам.
Определение 1. Функцию w будем называть x-интегралом системы (1), если

Dy(w) = 0. Если w зависит только от x, то w будем называть тривиальным x-

интегралом.

Нетрудно видеть, что x-интеграл не может зависеть от переменных vi. Порядок
старшей из частных производных ui, от которых зависит интеграл, будем называть
порядком интеграла.

Рассмотрим дифференциальный оператор

w∗ =
∂w

∂u
+

∞∑

i=1

∂w

∂ui
Di

x .

В [6] было доказано, что для любого нетривиального x-интеграла w порядка k опера-
тор (w∗)

+ делится на оператор Dx + (Fuy)
⊤ без остатка:

(w∗)
+ =

(
Dx + (Fuy)

⊤) ◦ P , P =
k−1∑

i=0

αiD
i
x , (3)

где αi – n-мерные вектор-функции. При этом, если для некоторой матрицы S выпол-
нено соотношение

L ◦ S(x, y, u) = S(x, y, u) ◦ L+ , (4)

то SP (Ω) является симметрией системы (1) для любого ее x-интеграла Ω.
Покажем, что условие (4) выполнено, в частности, для систем Эйлера-Лагранжа c

лагранжианом вида

g = ux · (A(x, y, u) · uy) +B(x, y, u) · ux + C(x, y, u) · uy +D(x, y, u) , (5)

где A – матрица, B и C – векторы, D – скаляр, а точка · обозначает скалярное произве-
дение. Прямое вычисление показывает, что получающаяся из лагранжиана (5) система
вида (1) в ситуации общего положения связана с ним формулой

(A+ A⊤)(F (x, y, u, ux, uy)− uxy) =
δg

δu
,

где через δ/δu обозначена вариационная производная. Линеаризовав это равенство,
воспользовавшись самосопряженностью линеаризации вариационной производной и
ограничив линеаризацию на решения системы (1), получим, что для систем Эйлера-
Лагранжа выполнено (4) c S =

(
A+ A⊤)−1

. Таким образом, приходим к следующей
специальной версии теоремы Нётер для систем, допускающих интегралы.

Утверждение 1. Пусть система (1) допускает нетривиальный x-интеграл w

порядка k и получена из лагранжиана (5), такого что матрица A+A⊤ невырождена.

Тогда f =
(
A+ A⊤)−1

P (Ω), где P находится по формуле (3), является симметрией

системы (1) для любого ее x-интеграла Ω.

Аналогичное утверждение для гамильтоновых систем (1) получено в [7], однако, в
отличие от утверждения 1, оно не гарантирует локальность как оператора, переводя-
щего интегралы в симметрии, так и получающихся симметрий.
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Симметрии и инварианты Лапласа. Рассмотрим дифференциальный оператор

M = DxDy + a[u]Dx + b[u]Dy + c[u] , (6)

где a, b и c – квадратные матрицы. Следуя [8], обобщенными y-инвариантами Лап-

ласа оператора (6) будем называть матрицы Yi, заданные рекуррентными формулами
Yi+1 = Hi+1Yi , Hi+1 = Dx(ai) + [b, ai] − Dy(b) + Hi , где Y1 = H1 = Dx(a) + ba − c, а
матрицы ai находится из уравнения

Dy(Yi)− Yia+ aiYi = 0 . (7)

Обобщенные x-инварианты Лапласа Xi оператора (6) задаются аналогичными фор-
мулами:

X1 = K1 = Dy(b) + ab− c , Xi+1 = Ki+1Xi ,

Ki+1 = Dy(bi) + [a, bi]−Dx(a) +Ki , Dx(Xi)−Xib+ biXi = 0.

Инвариантами Лапласа системы (1) будем называть инварианты Лапласа ее опера-
тора линеаризации (2).

Заметим, что в случае вырожденных инвариантов Лапласа уравнения для нахож-
дения матриц ai и bi могут быть неразрешимы, а при наличии решений матрицы ai и
bi определены неоднозначно.

В [8] было предложено следующее

Определение 2. Система уравнений (1) называется системой лиувиллевского

типа, если найдутся p > 0 и q > 0, такие, что для всех i 6 p, j 6 q ее инварианты

Лапласа Xi и Yj существуют, однозначно определены и Xp = Yq = 0.

В пользу такого определения свидетельствует тот факт (см. [9]), что экспоненци-
альные системы, заданные матрицами Картана простых алгебр Ли, которые естест-
венно считать многокомпонентными аналогами уравнения Лиувилля, удовлетворяют
определению 2.

Для практических нужд условия существования и единственности удобно перепи-
сать в виде операторных равенств

(Dy + ai) ◦ Yi = Yi ◦ (Dy + a) , (Dx + b) ◦ Yi = Yi ◦ (Dx +Bi) . (8)

Первое из этих соотношение есть другая форма записи уравнения (7), а разреши-
мость второго, согласно [8], является необходимым условием для единственности Yi+1.
Учитывая, что обобщенные x-инварианты Лапласа X̂i = K̂iK̂i−1 . . . K̂1 оператора M+,
если они существуют, связаны с y-инвариантами Лапласа Yi оператора (6) формулой
Y ⊤

i = X̂i (см. [9]), нетрудно проверить, что единственность Yi гарантирует существо-
вание X̂i.

С обобщенными инвариантами Лапласа естественно связать последовательность
операторов Mi = (Dx + b) ◦ Yi ◦ (Dy + a) − Yi+1. Полагая Y0 = 1, нетрудно убедить-
ся, что M0 = M . Опишем для этой последовательности операторов аналог процедуры
каскадного интегрирования Лапласа [1], предполагая, что найдется невырожденная
квадратная матрица γ[u], такая что (Dy + a)(γ) = 0, и для всех i 6 q существуют и
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единственны Yi и Yq = 0. При таких предположениях вектор sq = γ Ω является реше-
нием уравнения Mq(sq) = 0 для любого n-мерного вектора Ω, такого что Dy(Ω) = 0.
Нашей целью будет алгоритм получения решения уравнения Mi−1(si−1) = 0 из ре-
шения уравнения Mi(si) = 0, что позволит построить решение уравнения M(s) = 0

исходя из предъявленного выше решения sq.
Учитывая формулу (8) и тот факт, что Yi = X̂⊤

i = K̂⊤
1 . . . K̂

⊤
i−1K̂

⊤
i , оператор Mi

можно записать в виде Yi Mi, где

Mi = (Dx +Bi)(Dy + a)− K̂⊤
i+1 = (Dy + a)(Dx +Bi)− K̂⊤

i .

В силу этого, из уравнения Mi(si) = 0 следует, что ri = Mi(si) лежит в ядре Yi. Так
как, согласно [5], разрешимость соотношения (7) гарантирует наличие в ker Yi базиса
θ1, . . . , θℓ, такого что (Dy + a)(θj) = 0, j = 1, ℓ, мы можем записать ri =

∑ℓ
j=1 µjθj ,

где µj – некоторые скалярные функции, и построить (возможно нелокальный) вектор
Ri =

∑ℓ
j=1 ηjθj , найдя ηj из условия Dy(ηj) = µj .

Покажем, что Mi−1(si−1) = 0 для si−1 = (Dx + Bi)(si) − Ri. Нетрудно проверить,
что

Mi−1 ◦ (Dx +Bi) = (Dx +Bi−1) ◦Mi + zi−1 ,

где zi = Dx(K̂
⊤
i ) + Bi−1K̂

⊤
i − K̂⊤

i Bi. В силу этой формулы и того, что по построению
(Dy + a)(Ri) = ri = Mi(si), получаем

Mi−1 (Dx(si) +Bisi) = (Dx +Bi−1) (Dy + a) (Ri) + zi−1si = Mi−1(Ri) + K̂⊤
i Ri + zi−1si .

Таким образом,Mi−1(si−1) = K̂⊤
i Ri+zi−1si. Сопоставляя формулы (8) при i и i−1, легко

видеть, что столбцы матрицы zi−1 лежат в ядре Yi−1, а Yi−1K̂
⊤
i Ri = YiRi = 0 в силу

того, что Ri по построению лежит в ядре Yi. Поэтому Mi−1(si−1) = Yi−1Mi−1(si−1) = 0.
Тем самым мы обосновали алгоритм нахождения симметрий для систем уравнений
лиувиллевского типа.

Поскольку в случае линейных систем уравнений не возникает проблем с обоснова-
нием существования матрицы γ и локальности Ri , для линейных систем вышеописан-
ный алгоритм позволяет строго доказать следующее
Утверждение 2. Пусть для системы уравнений

uxy = a(x, y)u+ b(x, y)u+ c(x, y)u

для всех j 6 q существуют и единственны обобщенные y-инварианты Лапласа Yj и

Yq = 0. Тогда существует дифференциальный оператор

P =

q−1∑

i=0

ξj(x, y)D
i
x , det(ξq−1) 6= 0 , (9)

такой что u = P (f(x)) является решением системы (1) для любого вектора f(x).

Несмотря на необоснованность локальности результата, для конкретных нелиней-
ных систем вида (1) вышеописанный алгоритм также позволяет построить локальный
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дифференциальный оператор P вида (9), с матрицами ξi зависящими уже от перемен-
ных x, y, u, uj, vj , такой что P (Ω) является симметрией для любого вектора Ω из ядра
Dy. Например, для системы уравнений

u1
xy = 2eu1 − 2eu2

, u2
xy = 2eu2 − eu1

,

найденный с помощью вышеописанного алгоритма оператор P задается формулой

P =

(
Dx +

(
u1

1 0

0 u2
1

))
◦
(
D2

x +

(
u1

1 + 2u2
1 −u1

1 − 2u2
1

−u1
1 − u2

1 u1
1 + u2

1

)
Dx + ∆

)
,

∆ =

(
2u1

2 + 3u2
2 + u2

1(u
1
1 + u2

1) −1
2
(u1

1 + 2u2
1)

2

u1
2 + u2

2 − (u1
1 + u2

1)
2 u1

2 + 2u2
2 + 1

2
u1

1(u
1
1 + 2u2

1)

)
.

В заключение заметим, что если найдется n-мерный вектор W , составленный из
x-интегралов порядка ℓ, такой что det(Wuℓ

) 6= 0, то в качестве матрицы γ, лежащей в
ядре оператора Dy − Fux , можно взять W−1

uℓ
.
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СИНХРОНИЗАЦИЯ ХАОСА В СИСТЕМЕ СВЯЗАННЫХ
ОСЦИЛЛЯТОРОВ ДУФФИНГА МЕТОДОМ ОПТИМАЛЬНОЙ

ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ КОРРЕКЦИИИ∗

Ю.В. Талагаев†, А.Ф.Тараканов⋆

† Балашовский филиал Саратовского госуниверситета им. Н.Г.Чернышевского

412300, Балашов, ул. Карла Маркса, 29

⋆ Борисоглебский госпединститут 397140, Борисоглебск, ул. Народная, 43

Введение. Рост числа приложений привлекает в последние годы значительное
внимание исследователей к синхронизации и управлению хаосом в связанных динами-
ческих системах [1]. Важной частью данного направления являются параметрические
методы управления хаосом [2], распространение которых на взаимодействующие сис-
темы – естественный шаг развития теории.

Среди методов управления хаосом без обратной связи наиболее употребителен ме-
тод параметрических возбуждений. Основная идея заключается в возбуждении управ-
ляющего параметра системы внешней силой F (t) = 1 + f(t), где функция f(t) может
быть периодической [3], [4], квазипериодической [5], либо случайной [6]. Исследования
последних лет показали, что данный метод результативен и в случае связанных систем.
В частности, показано, что режим синхронизации хаотических колебаний связанных
осцилляторов обеспечивается при определенных типах периодических воздействий на
параметр связи [1].

Прямое использование метода параметрических возбуждений в каждом конкрет-
ном случае предполагает выбор эффективного варианта воздействия, учитывающего
специфические особенности системы. Однако даже в том случае, когда конструиро-
вание управлений, стабилизирующих хаотическое поведение, ведется с соблюдением
требования минимальности воздействия [7], [8] иногда не вполне ясно, насколько дан-
ные техники отвечают требованиям оптимальности воздействия на параметры систе-
мы. Особенно эта проблема касается задач по управляемой синхронизации связанных
систем, где параметрические методы только пробивают себе дорогу.

Целью данной работы является формулировка общей задачи по нахождению опти-
мального корректирующего воздействия на параметр связи взаимодействующих под-
систем и изложение результатов этого воздействия. При этом требование малости
управляющего воздействия выражается в требовании минимизации интеграла энер-
гии. В качестве объекта исследований выбраны два связанных идентичных неавто-
номных осциллятора Дуффинга, являющихся эталонной моделью связанных систем.

Задача коррекции динамической системы и ее сведение к задаче опти-
мальной коррекции. Пусть имеется динамическая система, описываемая дифферен-
циальными уравнениями

ẋi(t) = fi(t, x(t)), i = 1, n, t ∈ [t0, T ], (1)

x ∈ Rn, xi(t0) ∈ [x1
i0, x

2
i0],

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ.
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момент времени t0 и числа x1
i0, x

2
i0 (i = 1, n) заданы, а момент времени T > t0 может

быть задан произвольно. Система (1) предполагается неустойчивой по Ляпунову. Тре-
буется перевести систему (1) в устойчивое состояние (стабилизация – частный случай
устойчивости). Такой перевод будем называть коррекцией.

Будем производить коррекцию системы только по параметрам (1) с помощью век-
тор-функции h(t) = (h1(t), . . . , hr(t)), r≤n, компоненты которой назовҷм корректиру-
ющими функциями. Потребуем, чтобы функции hj(t) были оптимальными в смысле
обеспечения минимума затрачиваемой на коррекцию энергии, то есть

1

2

∫ T

t0

n∑

j=1

h2
j (t) dt→ min . (2)

Введение в (1) корректирующих воздействий приводит к системе дифференциальных
уравнений

ẋi(t) = fi(t, x(t), h(t)), i = 1, n, t ∈ [t0, T ], (3)

x ∈ Rn, h ∈ Er, r≤n, xi(t0) ∈ [x1
i0, x

2
i0].

Таким образом, задача коррекции системы (1) преобразована в задачу оптималь-
ной коррекции системы (3) с функционалом качества типа Лагранжа (2), без ограни-
чений на функцию h, с заданным временем, с подвижным левым концом (ограничение
xi(t0) ∈ [x1

i0, x
2
i0]) и нефиксированным правым концом траектории. Условие r≤n озна-

чает, что коррекции могут подвергаться не все параметры системы, а лишь их часть
(без ограничения общности можно считать, что при каждом xi имеется параметр).
Подынтегральная функция не зависит от x, поэтому задача (2)-(3) есть задача об оп-
тимальной устойчивости.

Условия оптимальности в такой задаче дает хорошо известный принцип Лагранжа
[9] – [11]. Ниже сформулированы необходимые условия оптимальности в задаче (2)–(3).

Составим функцию Гамильтона

H(t, x, h, ψ) =

n∑

i=1

ψifi(t, x, h)−
1

2

n∑

j=1

h2
j , (4)

где ψ = ψ(t) ∈ Rn – вектор-функция сопряжҷнных переменных. Если h∗(t) – опти-
мальная корректирующая вектор-функция, x∗(t) – соответствующая траектория, то
существуют ненулевые функции ψi(t), удовлетворяющие уравнениям

ψ̇i(t) = − ∂

∂xi
H(t, x∗(t), h∗(t), ψ(t)), i = 1, n,

n∑

i=1

ψi(t0)xi(t0) = 0, i = 1, n, (5)

и выполняются условия стационарности

∂

∂hj
H(t, x∗(t), h∗(t), ψ(t)) = 0, j = 1, r. (6)

Если первое уравнение в (5) и равенство (6) хорошо известны в теории оптимально-
го управления, то второе равенство (условие трансверсальности) в (5) требует поясне-
ния. В задачах управления с синтезом обратной связи, основанном на прямом приме-
нении результатов теории оптимального управления, основная трудность заключается
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в определении неизвестных сопряженных переменных и, в частности, их начальных
значений. Согласно, например [10], рассматриваемое равенство означает, что выбор
начальных условий следует проводить исходя из условия ортогональности (второе ра-
венство в (5)).

Сформулированная задача близка к задаче аналитического конструирования опти-
мального регулятора. Принципиальное отличие в том, что устойчивость предполагает-
ся обеспечить не внешним управляющим воздействием, а только за счет воздействия
на параметры системы. Тем самым в достижении цели управления используются внут-
ренние свойства динамической системы.

Оптимальная параметрическая коррекция взаимно связанных осцилля-
торов. Рассмотрим два связанных идентичных неавтономных осциллятора Дуффин-
га:

ẍ1,3 = x2,4, x2,4 = −2αx2,4 − x1,3 − x3
1,3 +R(t) + (λ+ h)(x3,1 − x1,3), (7)

где α – параметр диссипации, R(t) – возмущение, λ – параметр связи, h = h(t) – кор-
ректирующее управляющее воздействие на параметр связи. Ghb h = 0 выше порого-
вого значения λ=0.6 в системе реализуется режим синхронизации хаоса. В диапазоне
0<λ0<0.6 также существуют синхронные хаотические движения, но фазовые траекто-
рии неустойчивы в трансверсальном направлении к симметричному подпространству
x1 = x3 (7). Следовательно, к ним может быть применена процедура оптимальной
параметрической коррекции.

Составим функцию Гамильтона:

H(x, h, ψ) = ψ1,3x2,4 + ψ2,4

[
−2αx2,4 − x1,3 − x3

1,3 +R(t) + (λ+ h)(x3,1 − x1,3)
]
− h2

2
,

где ψi – сопряженные переменные, и запишем уравнения вариационной задачи

ẋ1,3 = x2,4, ẋ2,4 = −2αx2,4−x1,3−x3
1,3 +R(t)+ (λ+h)(x3,1−x1,3), ψ̇i = −∂H(t, x, h, ψ)

∂xi

.

Из условия (6) получаем закон изменения корректирующей функции

h = ψ2(x3 − x1) + ψ4(x1 − x3), (8)

который обеспечивает устойчивость в трансверсальном направлении.
Вначале численные эксперименты проводились с гармоническим возмущением

R(t) = f cos(ωt). Значения параметров (α = 0.01, f = 16, ω = 1) выбирались таким
образом, чтобы при λ = λ0 и h = 0 наблюдался режим несинхронных хаотических
колебаний. Тогда "включение"коррекции осуществляет стабилизирующее воздействие
через параметр связи системы (7) относительно заданного уровня λ= λ0. В задачах
управления с синтезом обратной связи, основанном на прямом применении принципа
максимума Понтрягина, основная трудность заключается в определении неизвестных
сопряженных переменных и, в частности, их начальных значений. Начальные условия
выбирались на основании условия ортогональности в (5): (x1

0, x
2
0, x

3
0, x

4
0, ψ

1
0 = x2

0, ψ
2
0 =

−x1
0, ψ

3
0 = x4

0, ψ
4
0 = −x3

0). В дополнение к этому полагалось x2
0 =x1

0 +△x, x4
0 =x3

0 +△x,
△x≪1, что отвечает стабилизации в одном из симметричных подпространств полного
фазового пространства системы.
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Рис. 1. Проекции фазовых портретов λ=0.1, x1
0 =x3

0 =0.1, x2
0 =x4

0 =0.12: а – режим

несинхронных хаотических колебаний; b – режим коррекции (синхронизация хаоса).

Результаты применения метода представлены на рис. 1. Основной результат заклю-
чается в том, что под воздействием оптимальной корректирующей функции вида (8)
в интервале λ0 ∈ (0, 0.6) происходит управляемый переход из режима несинхронных
колебаний к синхронизации хаотических колебаний. Варьирование начальных условий
показало, что их выбор определяет только ширину интервала [t0, T ], на котором кон-
тролируется система. При этом фазовая траектория стабилизируется в окрестности
симметричного подпространства x1 = x3, что соответствует режиму синфазной синх-
ронизации (рис.1, b). Рост величины λ уменьшает отклонение траекторий от транс-
версального направления, повышая тем самым идентичность хаотических синхронных
колебаний.

График h(t), изображенный на рис.2, позволяет идентифицировать специфичес-
кие особенности оптимальной корректирующей функции и аппроксимировать полу-
ченный сигнал. Рассматривался вариант аппроксимации управляющим воздействием

Рис. 2. Оптимальная корректирующая функция h(t) (сплошная линия), аппрокси-

мация управляющего воздействия (пунктирная линия).

h(t) = ε sign (sin(Ωt)) + h0. При значениях ε= h0 = 2.3, Ω = 0.5 (пунктирная линия на
рис. 2) наблюдается полная синхронизация хаотических колебаний. Посредством уве-
личения частоты параметрического воздействия можно значительно уменьшить опти-
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мальную амплитуду накачки (например, ε= 0.09, Ω = 3.1, h0 = 0). Однако, в отличие
от управления (8), выходу на режим синхронизации предшествует более длительный
переходной процесс.

Синхронизирующий характер корректирующего воздействия h(t) также качест-
венно подтвердился при квазипериодическом R(t) = f1 cos(ω1t) + f2 cos(ω2t), ω1/ω2 =

(
√

5−1)/2 и гармоническом (в присутствии малого аддитивного шума)R(t)=f cos(ωt)+√
Dξ(t) возмущениях в (7).
Таким образом, на основе объединения идей теории оптимального управления и

параметрических методов управления хаосом представлена новая техника для иден-
тификации корректирующего воздействия и управления связанными нелинейными ха-
отическими системами. Несмотря на то, что оптимальная корректирующая функция
из-за специфической динамики конкретной системы не всегда является малой величи-
ной, полученные результаты дополняют параметрические методы управления хаосом,
поскольку проливаются свет на общую картину синтеза регуляторов для рассмотрен-
ного типа систем.
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К РАЗВИТИЮ МЕТОДА ЛАПЛАСА ДЛЯ ОДНОГО ОБЩЕГО
ТРЕХМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ

Е.А.Уткина
Татарский гос. гуманитарно-педагогический ун-т, Казань, Татарстан, 2

В работе распространяется метод каскадного интегрирования Лапласа, хорошо изу-
ченный для уравнения Эйлера-Пуассона-Дарбу

uxy −
β ′

x− yux +
β

x− yuy = 0, (1)

на наиболее общее уравнение третьего порядка с тремя независимыми переменными.
Этот метод, как известно [1], первоначально рассматривался для уравнения вида

uxy + aux + buy + cu = 0. (2)

Введение обозначений

u1 = uy + au, u2 = ux + bu, (3)

позволило представить (2) в двух формах:

u1x + bu1 − hu = 0, u2y + au2 − ku = 0, (4)

где h = ax + ab − c, k = by + ab − c. Если получалось, что хотя бы одна из величин
h или k равна нулю, то u1 (или u2) из (4) определяются в квадратурах. А значит,
искомая функция u определяется из (3). Если ни одна из объявленных величин не
равна нулю, u (x, y)из (2) и (4) можно исключить и перейти к новым уравнениям вида
(2) относительно новой неизвестной функции u1 (или u2). К новым уравнениям также
можно применить изложенный прием. Если для какого-нибудь нового уравнения на
некотором этапе окажется, что одна из соответствующих конструкций вида h или k

равна нулю, то и исходное уравнение будет разрешимо в квадратурах.
Перейдем теперь к трехмерному аналогу (2)

m1∑

i=0

m2∑

j=0

m3∑

k=0

aijk (x1, x2, x3)
∂i+j+ku

∂xi
1∂x

j
2∂x

k
3

= 0, am1m2m3
(x1, x2, x3) ≡ 1, (5)

к которому применим изложенную схему.
В данном случае мы можем в качестве новой функции использовать u1 = D1

x2
u +

am1,m2−1,m3
u (случаи u2 = D1

x1
u + am1−1,m2m3

u и u3 = D1
x3
u + am1m2,m3−1u, рассматри-

ваются аналогичным образом в силу независимости переменных x1, x2 и x3). После
этого (5) преобразуется к виду

Dm1

x1
Dm2−1

x2
Dm3

x3
u1 +Dm1−1

x1
Dm2−1

x2
Dm3

x3
(am1−1,m2m3

u1)−

−
m1−1∑

b1=0

m2−1∑

b2=0

m3∑

b3=0
b1+b2+b3<m1+m2+m3−2

hb1b2b3u = 0, (6)
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где

hm1b2b3 = Cb2
m2−1C

b3
m3
Dm2−1−b2

x2
Dm3−b3

x3
(am1,m2−1,m3

)− am1b2b3 , b2 = 0, m2 − 1, b3 = 0, m3,

hb1m2b3 = Cb1
m1−1C

b3
m3
Dm1−1−b1

x1
Dm3−b3

x3
(am1−1,m2m3

)− ab1m2b3 , b1 = 0, m1 − 1, b3 = 0, m3,

hb10b3 = Cb1
m1−1C

b3
m3
Dm1−b1−1

x1
Dm2−1

x2
Dm3−b3

x3
(am1−1,m2m3

am1,m2−1,m3
)− ab10b3

+ Cb1
m1
Cb3

m3
Dm1−b1

x1
Dm2−1

x2
Dm3−b3

x3
(am1,m2−1,m3

) , b1 = 0, m1 − 1, b3 = 0, m3,

hb1b2b3 = Cb1
m1−1C

b2
m2−1C

b3
m3
Dm1−b1−1

x1
Dm2−b2−1

x2
Dm3−b3

x3
(am1−1m2m3

am1m2−1m3
)− ab1b2b3

+ Cb1
m1
Cb2

m2−1C
b3
m3
Dm1−b1

x1
Dm2−1−b2

x2
Dm3−b3

x3
(am1m2−1m3

)+

+ Cb1
m1−1C

b2−1
m2−1C

b3
m3
Dm1−b1−1

x1
Dm2−b2

x2
Dm3−b3

x3
(am1−1m2m3

) ,

b1 = 0, m1 − 1, b2 = 1, m2 − 1, b3 = 0, m3.

Если имеет место группа тождеств

hb1b2b3 ≡ 0, b1 + b2 + b3 > 0, h000 ≡ 0, (7)

то (5) допускает приведение к уравнению более простого вида:

Dm1

x1
Dm2−1

x2
Dm3

x3
(u1) +Dm1−1

x1
Dm2−1

x2
Dm3

x3
(am1−1,m2m3

u1) = 0, (8)

которое интегрируеся в квадратурах.
Пусть вместо (7) выполняются соотношения hb1b2b3 ≡ 0, b1 + b2 + b3 > 0, h000 6= 0,

тогда перейдем от уравнения (6) к новому уравнению вида (5) относительно новой
неизвестной функции u1. При этом коэффициенты a

(1)
ijk определяются соотношениями

a(1)
m1m2m3

≡ 1, a
(1)
m1m2−1m3

= am1m2−1m3
−D1

x2
(lnh000) ,

a
(1)
b1m2b3

≡ Cb1
m1−1C

b3
m3
Dm1−1−b1

x1
Dm3−b3

x3
(am1−1m2m3

)
(
b1 = 0, m1 − 1, b3 = 0, m3

)
,

a
(1)
b1b2b3

≡ Cb1
m1−1C

b2
m2
Cb3

m3
Dm1−1−b1

x1
Dm2−b2

x2
Dm3−b3

x3
(am1−1m2m3

) +

+ a
(1)
m1m2−1m3

Cb1
m1−1C

b2
m2−1C

b3
m3
Dm1−1−b1

x1
Dm2−1−b2

x2
Dm3−b3

x3
(am1−1m2m3

) ,

b1 = 0, m1 − 1, b2 = 0, m2 − 1 , b3 = 0, m3, b1 + b2 + b3 > 0,

a
(1)
000 = Dm1−1

x1
Dm2

x2
Dm3

x3
(am1−1m2m3

) + a
(1)
m1m2−1m3

Dm1−1
x1

Dm2−1
x2

Dm3

x3
(am1−1m2m3

)− h000.

Если для полученного уравнения имеет место группа тождеств вида (7), его можно
преобразовать к виду (8), и разрешить в квадратурах. Это будет означать разреши-
мость в квадратурах и исходного уравнения. В противном случае процесс может быть
продолжен.

Аналог (1) в данном случае имеет вид:

Dm1

x1
Dm2

x2
Dm3

x3
u+

β1

x1 − x2 − x3
Dm1

x1
Dm2−1

x2
Dm3

x3
u+

β2

x1 − x2 − x3
Dm1

x1
Dm2

x2
Dm3−1

x3
u+

+
β3

x1 − x2 − x3
Dm1−1

x1
Dm2

x2
Dm3

x3
u+

m1∑

b1=0

m2∑

b2=0

m3∑

b3=0
m1+m2+m3−1>b1+b2+b3>0

ai1i2i3D
b1
x1
Db2

x2
Db3

x3
u = 0,

(9)
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где

am1b2b3 = Cb2
m2−1C

b3
m3

(−1)m1−b1−1 (m2 − 1− b2 +m3 − b3)!β1

(x1 − x2 − x3)
m2−b2+m3−b3

, b2 = 0, m2 − 1, b3 = 0, m3,

ab1m2b3 = Cb1
m1−1C

b3
m3

(−1)m1−b1−1 (m1 − 1− b1 +m3 − b3)!β1

(x1 − x2 − x3)
m1−b1+m3−b3

, b1 = 0, m1 − 1, b3 = 0, m3,

ab10b3 = Cb1
m1
Cb3

m3

(m1 − b1 +m2 − 1 +m3)!(−1)m1−b1

(x1 − x2 − x3)
m1−b1+m2+m3−b3

+

+ Cb1
m1−1C

b3
m3

(m1 − b1 +m2 − 1 +m3)!(−1)m1−b1−1

(x1 − x2 − x3)
m1−b1+m2+m3−b3

,

b1 = 0, m1 − 1, b3 = 0, m3, b1 + b3 > 0,

ab1b2b3 = Cb1
m1
Cb2

m2−1C
b3
m3

(−1)m1−b1(m1 − b1 +m2 − 1− b2 +m3 − b3)!β1

(x1 − x2 − x3)
m1−b1+m2−b2+m3−b3

+

+ Cb1
m1−1C

b2−1
m2−1C

b3
m3

(−1)m1−b1−1(m1 − b1 − 1 +m2 − b2 +m3 − b3)!β3

(x1 − x2 − x3)
m1−b1+m2−b2+m3−b3

+

+ Cb1
m1−1C

b2
m2−1C

b3
m3

(m1 − b1 +m2 − b2 − 1 +m3 − b3)!(−1)m1−b1−1β1β3

(x1 − x2 − x3)
m1−b1+m2−b2+m3−b3

,

b1 = 0, m1 − 1, b2 = 1, m2 − 1, b3 = 0, m3.

Здесь

h000 =
β1 (−1)m1−1 (m1 +m2 +m3 − 1)!

(x1 − x2 − x3)m1+m2+m3
[−1 + β3] .

Если β3 = 1 или β1 = 0, то (9) разрешимо в квадратурах. Если h000 6= 0, то

h
(1)
000 = h000 +

(−1)m1−1 (m1 +m2 +m3 − 2)!

(x1 − x2 − x3)
m1+m2+m3

{(β1 −m1 −m2 −m3)}

(m1 +m2 +m3) (β3 − 1)−β3 (β1 − 1)

Очевидно, если h
(1)
000 равно нулю, получаем решение уравнения (9) в квадратурах.

Продолжение процесса позволяет построить цепочку уравнений вида (9), для которых
h

(n)
000 определяется с помощью рекуррентного соотношения

h
(k)
000 = h

(k−1)
000 +

(−1)m1−1 (m1 +m2 +m3 − 2)!

(x1 − x2 − x3)
m1+m2+m3

×

× {(β1 − k(m1 +m2 +m3)) (m1 +m2 +m3 − 1) (β3 − 1)

−β3 (β1 − 1 + (m1 +m2 +m3) (k − 1))} .

Если при некотором n h
(n)
000 = 0, то исходное уравнение разрешимо в квадратурах.
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КРИВОЛИНЕЙНЫЙ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЙ ИНТЕГРАЛ В
ЗАДАЧЕ О КАЧЕНИИ ШАРА ПО ПОВЕРХНОСТИ

В.В. Черкасова
Орловский государственный университет, 302026, Орел, ул. Комсомольская, 95

В последнее время в современной математике особое значение приобретают задачи,
связанные с геометрическими приложениями теории мультипликативного интеграла
[1]. Это, в первую очередь, задачи теории обыкновенных дифференциальных уравне-
ний и уравнений в частных производных, задачи аналитической, дифференциальной
геометрии, а также теории представлений групп и алгебр Ли [5].

Пусть V и W конечномерные векторные пространства, где V — вещественно, W
— вещественно или комплексно, а B = L(V,W ) — банахова алгебра всех линейных
операторов, действующих в пространстве W .

Пусть заданы две функции: x(t) со значениями в пространстве V и A(t) со значе-
ниями в пространстве L(V,W ), где переменная t ∈ [a; b].

Рассмотрим разбиение T = {ti} отрезка [a;b], такое что

a = t0 < t1 < ... < tn = b

Выберем на каждом из частичных отрезков [tk−1; tk], где i = 1, 2, ..., n, точку ξi и
построим произведение

(
E + A(ξn)

(
x(ξn)− x(ξn−1)

))
· · ·
(
E + A(ξ1)

(
x(ξ1)− x(ξ0)

))

Данное произведение является интегральным [6]. Кроме того, следует отметить,
что в общем случае данное интегральное произведение не является коммутативным,
и в случае перестановки множителей конечный результат будет изменяться.

Если n → ∞ и max
i

(ti − ti−1) → 0, то существует единственный предел данного

интегрального произведения, не зависящий от разбиения отрезка [a; b] и выбора точек
ξi, где i = 1, 2, ..., n , то этот предел называется мультипликативным интегралом и
обозначается

Y =

b
∩∫

a

E + A(t)dx(t).

Причем следует отметить, что в данном случае E — единичный элемент прост-
ранства L(V,W ).

Одним из видов мультипликативных интегралов является криволинейный муль-
типликативный интеграл.

Выражение вида

Y =

∩∫

C

E + Γk(x
1, ..., xn)dxk,

где Γk(x
1, ..., xn) — операторные функции из L(V,W ), C — произвольная непрерывная

спрямляемая кривая в V , называется криволинейным мультипликативным интегра-
лом.

131



Возникает криволинейный мультипликативный интеграл при изучении дифферен-
циального уравнения параллельного переноса вектора в пространстве аффинной связ-
ности.

Известно, что параллельный перенос касательного вектора вдоль некоторой кривой
γ на поверхности определяется системой дифференциальных уравнений

d2xk

dt2
+ Γk

ij

dxi

dt

dxj

dt
= 0,

где коэффициенты Γk
ij будут находиться по формулам:

Γk
ij =

1

2
gks

(
∂gsj

∂xi
+
∂gis

∂xj
− ∂gij

∂xs

)
.

В терминах мультипликативного интеграла преобразование касательного вектора
при параллельном переносе вдоль кривой γ : u = u(t), v = v(t), будет задаваться
криволинейным мультипликативныи интегралом

∩∫

γ

E + Γ1du+ Γ2dv,

где Γi — матрицы, элементами которых являются коэффициенты риманой связности
или символы Кристоффеля [1], [7].

Однако это не единственный случай. Ярким примером геометрического приложе-
ния криволинейного мультипликативного интеграла является задача о качении шара
по некоторой поверхности в пространстве R3.

Постановка задачи: По поверхности z = f(x, y) пространства R3 вдоль некото-
рой кривой γ без проскальзывания катится шар радиуса R, с жестко прикрепленным
репером (e1, e2, e3). В конце пути репер примет свое новое положение относительно
неподвижной системы координат Oxyz. Вычислим матрицу перехода от начального
положения репера к конечному положению.

Решение: Для нахождения матрицы перехода Y построим разбиение T = {Mk}
кривой γ точками M0(x0, y0, z0),M1(x1, y1, z1), ...,Mn(xn, yn, zn) на n частей. Обозначим
∆xk = xk − xk−1,∆yk = yk − yk−1,∆zk = zk − zk−1, λ(T ) = max(∆l1,∆l2, ...,∆ln), где ∆lk
— длина дуги ˘M0M1, k = 1, 2, ..., n.

Таким образом, движение шара вдоль кривой по поверхности можно рассматривать
как композицию n линейных преобразований Yk, каждое из которых в свою очередь,
будет суперпозицией сдвига на вектор Mk−1Mk и поворота относительно мгновенной
оси вращения на угол ϕk = |Mk−1Mk|

R
, k = 1, 2, ..., n. Согласно теореме о суперпозиции

линейных преобразований [4] матрица композиции n линейных преобразований будет
находиться из соотношения

Ỹ n = [E + Pn∆xn +Qn∆yn +Rn∆zn][E + Pn−1∆xn−1 +Qn−1∆yn−1+

+Rn−1∆zn−1] · · · [E + P2∆x2 +Q2∆y2 +R2∆z2][E + P1∆x1 +Q1∆y1 +R1∆z1].

Следовательно, для нахождения матрицы линейного ортогонального преобразова-
ния при качении вдоль кривой γ, необходимо найти предел полученных интегральных
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сумм Ỹ n при λ(T ) → 0. Если этот предел существует, то это есть криволинейный
мультипликативный интеграл по кривой γ

Y =

∩∫

γ

E + Γ1dx+ Γ2dy + Γ3dz.

Кроме того, так как поверхность качения задана уравнением вида z = f(x, y), и
формула полного дифференциала для функции двух переменных dz = f

′

xdx+ f
′

ydy, то
полученный выше криволинейный интеграл можно записать так [3]:

Y =

∩∫

γ

E + Γ∗
1dx+ Γ∗

2dy =

=

∩∫

γ

E +




0 −A2 B1 0

A2 0 C 0

−B1 −C 0 0

1 0 f
′

x 0


 dx+




0 A1 C 0

−A1 0 B2 0

−C −B2 0 0

0 1 f
′

y 0


 dy,

где

C =
f

′

xf
′

y

H(x, y)
, H(x, y) = R

√
(f ′

x(x, y))
2 + (f ′

y(x, y))
2 + 1

A1 =
f

′

x

H(x, y)
, A2 =

f
′

y

H(x, y)
, B1 =

(f
′

x)
2 + 1

H(x, y)
, B2 =

(f
′

y)
2 + 1

H(x, y)
.

Таким образом в результате мы получили, что при движении шара по поверхности
z = f(x, y), изменение положения репера, жестко связанного с шаром, будет описы-
ваться криволинейным мультипликативным интегралом вдоль траектории, по которой
движется шар. Данный интеграл будет иметь некоторые характеристики, в частнос-
ти, кривизну [6], зная которую можно найти среднюю и гаусову кривизны поверхности
качения.
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ПРИЛОЖЕНИЕ МЕТОДА ДРАША К НЕОДНОРОДНОМУ
УРАВНЕНИЮ МОНЖА-АМПЕРА∗

Ю. В. Шанько
ИВМ СО РАН, Красноярск

В работе рассматривается неоднородное уравнение Монжа-Ампера

zxxzyy − z2
xy + λ2(x, y) = 0, (1)

где λ(x, y) – заданная функция.
Это уравнение возникает во многих задачах механики (в одномерной газовой ди-

намике [1], в теории упругости [2]).
Метод Драша. Применим к уравнению (1) метод Драша [3]. Введем стандартные

обозначения для производных

p = zx, q = zy, r = zxx, s = zxy, t = zyy.

Тогда уравнение (1) перепишется так:

rt− s2 + λ2(x, y) = 0. (2)

Переменные
x, y, z, p, q, r, s, t (3)

связаны следующими соотношениями:

dz = p dx+ q dy, dp = r dx+ s dy, dq = s dx+ t dy. (4)

Будем считать, что переменные (3) являются функциями от α и β. В качестве
α и β берем инварианты характеристик исходного уравнения (2). Иными словами α

и β таковы, что квадратичная форма определяющая характеристики уравнения (2)
пропорциональна произведению dα dβ, т.е.

t dx2 − 2s dx dy + r dy2 = Ω dα dβ. (5)

Из условия (5) и уравнений (4) после некоторых преобразований получим

pα − λyα = 0, pβ + λyβ = 0, qα + λxα = 0, qβ − λxβ = 0,

zα − pxα − qyα = 0, zβ − pxβ − qyβ = 0.
(6)

Исключим p и q из первых четырех уравнений и сделаем замену переменных по фор-
муле

u = x
√
λ, v = y

√
λ, w =

√
λ. (7)

Для u, v и w получаем систему

uαβ

u
=
vαβ

v
=
wαβ

w
, (8)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-

ний (Грант 04-01-00130).
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где u, v и w связаны соотношением

w2 = λ(uw−1, vw−1). (9)

Обозначим общую величину в (8) через m и перепишем систему в виде трех уравнений
Мутара:

uαβ = mu, vαβ = mv, wαβ = mw. (10)

Пример уравнения Монжа-Ампера. Пусть λ = (xy)−2/3. Для уравнения

zxxzyy − z2
xy + (xy)−4/3 = 0, (11)

система (9), (10) запишется так:

uαβ = mu, vαβ = mv, wαβ = mw, uvw = 1. (12)

Введем функции a и b по формулам

u = a2/b, v = b2/a. (13)

Тогда из последнего уравнения (12) следует, что w = 1/(ab). Подставив u, v и w в
оставшиеся уравнения (12) и исключив m, после некоторых преобразований придем к
системе

aαβ = Ma, bαβ = Mb,

где
M = (aαbβ + aβbα)/(ab).

Промежуточные интегралы для этой системы имеют вид:

(aαbαα − bαaαα)/(ab), (aβbββ − bβaββ)/(ab).

Приравнивая интегралы константам k1 и k2 соответственно (мы можем это сделать,
поскольку α и β определены с точностью до функциональной замены), получим

aαβ = Ma, bαβ = Mb,

bαα = (bαaαα + k1ab)/aα, bββ = (bβaββ + k2ab)/aβ .
(14)

Рассмотрим (14), как систему относительно M . Исключая, b приходим к системе ли-
нейной относительно a:

Maαα − aαMα + k1aβ = 0, aαβ = Ma, Maββ − aβMβ + k2aα = 0. (15)

Исключая отсюда a, получим для M уравнение Цицейки (при k1k2 = 1):

(lnM)αβ = M − k1k2M
−2. (16)

Уравнение (16) относится к классу интегрируемых уравнений и имеет достаточно бо-
гатый запас точных решений, в том числе и солитонных [4].
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Переход к исходным переменным для уравнения Цицейки. Определим те-
перь, как можно получить решение исходного уравнения (11), зная решение уравне-
ния Цицейки (16). Так как a и b входят в систему (14) абсолютно равноправно, то для
определения b по известному M нужно решить линейную переопределенную систему,
которая отличается от системы (15) только знаками перед k1 и k2. Из уравнений (7) и
(13) следует, что

x = u/w = a3, y = v/w = b3, λ = w2 = (ab)−2. (17)

Тогда из (6) вытекает, что

p =

∫
ψ(yα dα−yβ dβ) = 3

∫
bα dα− bβ dβ

a2
, q =

∫
ψ(xβ dβ−xα dα) = 3

∫
aβ dβ − aα dα

b2
,

z = 3a3

∫
bα dα− bβ dβ

a2
+3b3

∫
aβ dβ − aα dα

b2
+3

∫
(baα−abα) dα+(abβ− baβ) dβ. (18)

Пример решения. Возьмем тривиальное решение уравнения Цицейки (16)M = 1.
Подставив его в (15), придем к системе

aαα + k1aβ = 0, aαβ = a, aββ + k2aα = 0,

которая легко решается:

a = c1 exp(µα+ µ−1β) + c2 exp(τµα + τ 2µ−1β) + c3 exp(τ 2µα+ τµ−1β). (19)

Здесь τ – кубический корень из 1, τ = (−1 +
√

3i)/2; µ3 = k1 = 1/k2. Найдем b:

b = d1 exp(−µα− µ−1β) + d2 exp(−τµα − τ 2µ−1β) + d3 exp(−τ 2µα− τµ−1β). (20)

Константы dj не произвольны, а связаны с константами cj соотношением

c1d1 + c2d2 + c3d3 = 0.

Рассмотрим один пример. Положим µ = 1, c1 = d2 = d3 = 1, c2 = c3 = d1 = 0. Тогда
из (19) и (20) следует, что

a = exp(α + β), b = 2 exp
α+ β

2
· cos

√
3(α− β)

2
.

А из (17) и (18) находим

x = exp(3(α+ β)), y = 8 exp
3(α+ β)

2
· cos3

√
3(α− β)

2
,

z = 4
√

3 exp
3(α+ β)

2
· sin3

√
3(α− β)

2
.

Исключая α и β, получим решение уравнения (11) в явном виде

z = 2−131/2(4x1/3 − y2/3)3/2.
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ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ УСТОЙЧИВОСТИ
ПОЛОЖИТЕЛЬНО-ИНВАРИАНТНЫХ МНОЖЕСТВ В Rn

ОТНОСИТЕЛЬНО ФД-УРАВНЕНИЙ ЗАПАЗДЫВАЮЩЕГО ТИПА

М.М. Шатохин
ОрелГИЭТ, Орел

Теория устойчивости решений функционально-дифференциальных уравнений (ФД
- уравнений) запаздывающего типа:

ẋ(t) = f(t, xt), f : J ×D → Rn, (1)

где f(t, ϕ) определена на открытом множестве J × D ⊂ R × C; J – открытое мно-
жество R, содержащее множество R+ = [0;∞]; C = C([−r; 0],R) – пространство всех
непрерывных функций ϕ(s), определенных для s ∈ Jr = [−r; 0], r > 0 и принимающих
значения в Rn с нормой ||ϕ|| = max

s∈Jr

|ϕ(s)|; xt = x(t + s), s ∈ Jr, в настоящее время

является одним из интенсивно развивающихся разделов современной математики.
Еще на стадии становления этой теории ее основоположники [1, 2, 3, 4] указывали

на важность изучения поведения решений уравнений (1) и, в частности, автономного
ФД-уравнения:

ẋ(t) = f(xt), f : D → Rn (2)

в пространстве Rn, а не в фазовом функциональном пространстве C, причем к числу
возникающих при этом проблем была отнесена проблема устойчивости положительно-
инвариантного относительно ФД-уравнений (2) множества M ⊂ TD = {ϕ(s) ∈ Rn :

s ∈ Jr} от выбора функциональной надстройки GM ⊂ D над множеством M .
В настоящей статье приводится решение этой проблемы, то есть строится кон-

кретный пример автономного ФД-уравнения (2), положительно-инвариантного отно-
сительно ФД-уравнения (2) множества M ⊂ Rn и двух различных надстроек над
M : G1

M и G2
M таких, что ρ

C
(G1

M , G
2
M) > 0 и M устойчиво относительно ФД-уравнения

(2) с надстройкой G1
M и неустойчиво с надстройкой G2

M .
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Определение основных понятий.
Определение 1. Множество GM ⊂ D называется функциональной надстройкой

над множеством M (короче, надстройкой M), если выполняются следующие условия:

а) GM(0) = {ϕn(0) ∈ Rn : ϕ(0) ∈ GM} = M ;

б) Если ϕn(0) → ϕ(0) ∈ Rn, n → ∞ где ϕn ∈ GM , то существует подпоследова-

тельность ϕnk
∈ GM и ϕ ∈ GM такие, что ϕnk

→ ϕ, k →∞;

в) Если ϕ, ψ ∈ GM и ϕ(0) = ψ(0), то ϕ и ψ принадлежат одной компоненте

связности множества GM .

Отметим, что для любого множества M ⊂ Rn существует очевидная надстройка
GM = {ϕ ∈ D : ϕ(s) = ϕ(0) ∈M ∀s ∈ Jr}.

Определение 2. Множество C ⊂ Rn с надстройкой GM называется положи-

тельно-инвариантным относительно ФД- уравнения (2), если оно вместе с каждой

точкой x ∈ M содержит также положительную полутраекторию x+(ϕ) = x(t;ϕ),

начинающуюся в точке ϕ ∈ GM такой, что ϕ(0) = x.

Определение 3. Множество M ⊂ TD ⊂ Rn с надстройкой GM ⊂ D называется

устойчивым по Ляпунову (короче, устойчивым), если:

(∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀ϕ ∈ Bδ(GM)) (∀t > 0)⇒ x(t;ϕ) ∈ Sε(M),

где Bε(GM) = {ϕ ∈ C[Jr,R
n] : ρ

C
(ϕ,GM) < δ}, Sε(M) = {x ∈ Rn : SRn(x,M) < ε}

Отметим, что, если M ⊂ Rn компактно, то из устойчивости M с надстройкой GM

следует положительная инвариантность M с надстройкой GM .
Построение функционала f(ϕ) и его свойства. Рассмотрим автономное, ска-

лярное ФД-уравнение запаздывающего типа:

ẋ(t) = f(xt), f : C
(
[−2; 0], R

)
→ R, (3)

где функционал f(ϕ) в (3) строится следующим образом:
Пусть A и B подмножества C([−2; 0], R), определенные равенствами:

A = {ϕ ∈ C
(
[−2; 0], R

)
: |ϕ(s) + s| 6 3

2
∀s ∈ [−2; 0]},

B = {ϕ ∈ C
(
[−2; 0], R

)
: |ϕ(s)| 6 1

4
∀s ∈ [−2; 0]}.

Очевидно, A иB замкнутые в C, непересекающиеся множества, причем ρ
C
(A,B) = 1/4.

Пусть f(ϕ) = ω1(ϕ) · ω2(ϕ), где

ω1(ϕ) =
ρ

C
(ϕ,A)

ρ
C
(ϕ,A) + ρ

C
(ϕ,B)

, ∀ϕ ∈ C
(
[−2; 0], R

)
,

ω2(ϕ) = (ϕ(0)− ϕ(1))
e

e− 1
, ∀ϕ ∈ C

(
[−2; 0], R

)
.

Также очевидно, что функционал f(ϕ) обладает следующими свойствами:
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1) f(ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ A;

2) f(ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ C
(
[−2; 0], R

)
, ϕ(s) = const, ∀s ∈ [−1; 0];

3) f(ϕ) = (ϕ(0)− ϕ(1))
e

e− 1
, ∀ϕ ∈ B;

4) f(ϕ) удовлетворяет условию Липшица по ϕ на каждом компактном множестве
K ⊂ C

(
[−2; 0], R

)
.

Построение положительно-инвариантного множества M . Пусть M = 0 ∈ R.
Функциональные надстройки G1

M и G2
M над M определим следующим образом:

G1
M = ϕ1(s) = −s, ∀s ∈ [−2; 0], G2

M = ϕ2(s) = 0, ∀s ∈ [−2; 0].

В силу свойства 4) функционала f(ϕ) существует единственное решение x(t) =

x(t, ϕ) (2) с начальной функцией ϕ ∈ C([−2; 0], R). Следовательно, x(t, ϕ2) = 0 ∀t ∈ R+

и M положительно-инвариантно с надстройкой G2
M = ϕ2(s). С другой стороны функ-

ция x(t) = x(t, ϕ1) = 0, ∀t ∈ R+ будет также нель решение (2) в силу свойств 1)–2)
функционала f(ϕ). Следовательно, M является также положительно-инвариантным
множеством с надстройкой G1

M .
Исследование устойчивости M с надстройками G1

M и G2
M . Докажем, что

M = 0 с надстройкой G1
M = ϕ1(s) устойчиво. Для этого покажем, что если ρ

C
(ϕ, ϕ1) 6

1

2
, то x(t, ϕ) = x(t), если t ∈ [−2; 0] и x(t, ϕ) = ϕ(0), если t ∈ R+. Это и будет означать,

что M с надстройкой G1
M устойчиво. Из свойства 1) функционала f(ϕ) и включения

xt(ϕ) ∈ A ∀t ∈ [0; 1] следует, что x(t) = x(t, ϕ) = ϕ(t), если t ∈ [−2; 0]. Следовательно,
из свойства 2) функционала f(ϕ) вытекает, что x(t) = x(t, ϕ) = ϕ(t), если t ∈ [−2; 0] и
x(t) = x(t, ϕ) = ϕ(0), если t ∈ R+.

Для доказательства того, что M = 0 с надстройкой G2
M неустойчиво заметим, что

ФД-уравнение (3) допускает решение x(t) = x(t, ϕ) = −ε exp(t) t ∈ R+ с начальной
функцией ϕε(s) = −ε exp(s), s ∈ [−2; 0]. Так как ϕε(s) → 0, ε → 0+ равномерно по
s ∈ [−2; 0], а x(t) = x(t, ϕε)→ −∞, t→∞, то M с надстройкой G2

M неустойчиво.
В заключение отметим, что устойчивость надстройки GM в пространстве C оче-

видно влечет устойчивость множества M с надстройкой GM в пространстве Rn. При-
мер, который может быть получен модификацией примера, построенного в настоящей
статье, показывает, что обратное утверждение, вообще говоря, неверно.
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ТЕОРЕМА ЭММИ НЁТЕР – НЕГРУППОВОЙ ВАРИАНТ∗

Г.Н. Яковенко
Московский физико-технический институт,

Долгопрудный, Московская область, Россия

Для вычисления первого интеграла по теореме Эмми Нётер [1] в модификации
Бессель-Хагена [2] требуется, чтобы уравнения Лагранжа допускали однопараметри-
ческую группу дивергентных симметрий. Изучается случай, когда уравнения Лагран-
жа допускают гладкое семейство (не обязательно группу) дивергентных симметрий [3],
[4]. Возможный эффект: по однопараметрическому семейству вычисляется несколько
первых интегралов. В приведённом примере – десять. В основу настоящей работы
легли статьи [5], [6].

Семейство преобразований
⌢

t =
⌢

t (t, q, τ) ,
⌢
q i =

⌢
q i (t, q, τ) , i = 1, n, (1)

есть решение системы дифференциальных уравнений

d
⌢

t

dτ
= ξ

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)
,
d

⌢
q i

dτ
= ηi

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)
, i = 1, n,

dR

dτ
= r

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)
, (2)

при начальных условиях

⌢

t (0) = t,
⌢
q i (0) = qi, R (0) = 0. (3)

Преобразование (1) называется преобразованием дивергентной симметрии лагранже-
вой системы

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, (4)

определённой функцией Лагранжа L (t, q, q̇), если оно связано с функцией Лагранжа
соотношением

L

(
⌢

t ,
⌢
q ,
d

⌢
q

d
⌢

t

)
d

⌢

t

dt
+
dR

dt
= L

(
t, q,

dq

dt

)
. (5)

Теорема. Пусть преобразования (1) удовлетворяют условию (5) дивергентной

симметрии. Тогда у лагранжевой системы с функцией Лагранжа L (t, q, q̇) имеется

семейство первых интегралов

w (t, q, q̇, τ) =
n∑

i=1

piηi (t, q, τ)− ξ (t, q, τ)H + r (t, q, τ) , (6)

где ξ (t, q, τ), ηi (t, q, τ), r (t, q, τ) – функции из (2), pi и H – обобщенные импульсы и

H – функция Гамильтона [4]:

pi =
∂L

∂q̇i
, H (t, q, p) =

n∑

i=1

piq̇i − L (t, q, q̇) =

n∑

i=1

∂L

∂q̇i
q̇i − L (t, q, q̇). (7)

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект 05-01-00940, и Советом Программ поддержки

ведущих научных школ, грант НШ-2094.2003.1
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Далее нам потребуются следующие формулы (при выводе учтена перестановоч-
ность дифференцирования по независимым переменным τ и t и уравнения (2))

d

dτ

d
⌢

t

dt
=

d

dt

d
⌢

t

dτ
=
dξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

dt
=
dξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t

d
⌢

t

dt
, (8)

d

dτ

dR

dt
=

d

dt

dR

dτ
=
dr
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

dt
=
dr
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t

d
⌢

t

dt
, (9)

d

dτ

d
⌢
q i

d
⌢

t
=

d

dτ


d

⌢
q i

dt

(
d

⌢

t

dt

)−1

 =

[(
d

dτ

d
⌢
q i

dt

)
d

⌢

t

dt
− d

⌢
q i

dt

(
d

dτ

d
⌢

t

dt

)](
d

⌢

t

dt

)−2

=

=

[(
d

dt

d
⌢
q i

dτ

)
d

⌢

t

dt
− d

⌢
q i

dt

(
d

dt

d
⌢

t

dτ

)](
d

⌢

t

dt

)−2

=

=



dηi

(
⌢

t ,
⌢
q, τ
)

dt

d
⌢

t

dt
− d

⌢
q i

dt

dξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

dt



(
d

⌢

t

dt

)−2

=
dηi

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t
− d

⌢
q i

d
⌢

t

dξ
(

⌢

t ,
⌢
q, τ
)

d
⌢

t
.

(10)

Потребуется также формула [4]

∂L

∂t
= −∂H

∂t
= −dH

dt
. (11)

Для доказательства утверждения (6) теоремы продифференцируем условие (5) по
τ (учтены уравнения Лагранжа и формулы (2), (4), (8) – (11)):



∂L

∂
⌢

t
ξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

+
n∑

i=1

∂L

∂
⌢
q i

ηi

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)

+
n∑

i=1

∂L

∂
⌢̇
q i



dηi

(
⌢

t ,
⌢
q, τ
)

d
⌢

t
− ⌢̇
q i

dξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t







d

⌢

t

dt
+

+ L
dξ
(

⌢

t ,
⌢
q, τ
)

d
⌢

t

d
⌢

t

dt
+
dr(t̂, q̂, τ)

dt̂

dt̂

dt
=

{
∂L

∂
⌢

t
ξ
(

⌢

t ,
⌢
q, τ
)

+
n∑

i=1

d

dt̂

∂L

∂
⌢̇
q i

ηi

(
⌢

t ,
⌢
q, τ
)

+

+
n∑

i=1

∂L

∂
⌢̇
q i



dηi

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t
− ⌢̇
q i

dξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t







d

⌢

t

dt
+ L

dξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t

d
⌢

t

dt
+
dr(t̂, q̂, τ)

dt̂

dt̂

dt

(8)
=

=

{
−dH
d

⌢

t
ξ
(

⌢

t ,
⌢
q, τ
)

+
d

d
⌢

t

n∑

i=1

∂L

∂
⌢̇
q i

ηi

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)
−

−
n∑

i=1

(
∂L

∂
⌢̇
q i

⌢̇
q i − L

)
dξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t
+
dr(t̂, q̂, τ)

dt̂





d

⌢

t

dt

(9)
=

=




−
dH

d
⌢

t
ξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

+
d

d
⌢

t

n∑

i=1

⌢
piηi

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)
−H

dξ
(

⌢

t ,
⌢
q , τ
)

d
⌢

t
+
dr(t̂, q̂, τ)

dt̂





d

⌢

t

dt
=
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=
d

d
⌢

t

{
n∑

i=1

⌢
piηi

(
⌢

t ,
⌢
q , τ
)
− ξ

(
⌢

t ,
⌢
q, τ
)
H + r(t̂, q̂, τ)

}
d

⌢

t

dt
= 0.

Как следует из (3), при малых значениях τ выполняется d
⌢

t /dt 6= 0, поэтому на решени-

ях лагранжевой системы, соответствующей функции Лагранжа L
(

⌢

t ,
⌢
q ,

⌢̇
q
)
, сохраня-

ется формула, находящаяся в фигурных скобках последнего выражения, что доказы-
вает наличие первого интеграла (6) для лагранжевой системы с функцией Лагранжа
L (t, q, q̇).

Пример. Замкнутая консервативная система. Потенциальная энергия Π (rik) за-
висит только от расстояний rik между точками:

r2
ik = (xi − xk)

2 + (yi − yk)
2 + (zi − zk)

2 .

Функция Лагранжа:

L = T −Π =
1

2

N∑

i=1

mi

(
ẋ2

i + ẏ2
i + ż2

i

)
−Π (rik). (12)

Обобщённые импульсы:

px
i = miẋi, py

i = miẏi, pz
i = miżi. (13)

Функция Гамильтона:

H = T +Π =
1

2

N∑

i=1

mi

(
ẋ2

i + ẏ2
i + ż2

i

)
+Π (rik). (14)

Для введённой в примере материальной системы известна десятипараметрическая
группа симметрий [7] – группа Галилея:

⌢

t = t+ τ1,
⌢
xi = xi + τ2,

⌢
y i = yi + τ3,

⌢
z i = zi + τ4;

⌢

t = t,
⌢
xi = xi,

⌢
y i = yi cos τ5 − zi sin τ5,

⌢
z i = yi sin τ5 + zi cos τ5;

⌢

t = t,
⌢
xi = xi cos τ6 − zi sin τ6,

⌢
y i = yi,

⌢
z i = xi sin τ6 + zi cos τ6;

⌢

t = t,
⌢
xi = xi cos τ7 − yi sin τ7,

⌢
y i = xi sin τ7 + yi cos τ7,

⌢
z i = zi;

⌢

t = t,
⌢
xi = xi + tτ8,

⌢
y i = yi + tτ9,

⌢
z i = zi + tτ10;

Специализация параметров τ1 = τ 3, τ2 = 0, τ3 = 0, τ4 = 0, τ5 = τ , τ6 =
π

2
τ , τ7 = 0, τ8 = 0,

τ9 = 0, τ10 = τ 4 и суперпозиция τ5, τ6, τ10, τ1 приводит к семейству (1) преобразований

⌢

t = t− τ 3,
⌢
z i = xi sin

π

2
τ + (yi sin τ + zi cos τ ) cos

π

2
τ + tτ 4,

⌢
xi = xi cos

π

2
τ − (yi sin τ + zi cos τ ) sin

π

2
τ,

⌢
y i = yi cos τ − zi sin τ.

Условие (5) дивергентной симметрии удовлетворяется при

R = −
N∑

i=1

mi

{
xi sin

π

2
τ + (yi sin τ + zi cos τ) cos

π

2
τ
}
τ 4 − 1

2
tτ 8

N∑

i=1

mi.
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Функции
⌢

t ,
⌢
xi,

⌢
y i,

⌢
z i, R есть решение системы (2), (3) при

ξ = −3τ 2, ηx
i =

{(
⌢

t + τ 3
)
τ 4 − ⌢

z i

} π
2
− ⌢
y i sin

π

2
τ,

ηy
i =

⌢
xi sin

π

2
τ − ⌢

z i cos
π

2
τ +

(
⌢

t + τ 3
)
τ 4 cos

π

2
τ,

ηz
i =

⌢
xi
π

2
τ +

⌢
y i cos

π

2
τ + 4

(
⌢

t + τ 3
)
τ 3,

r = −π
2
τ 4

N∑

i=1

mi
⌢
xi − τ 4

N∑

i=1

mi
⌢
y i cos

π

2
τ − 4τ 3

N∑

i=1

mi
⌢
z i.

(15)

Первый интеграл (6) с учётом (13) – (15) равен

w (τ) = Kx cos
π

2
τ − π

2
Ky +Kz sin

π

2
τ + Pxτ

7 + Pyτ
7 cos

π

2
τ+

+ 4Pzτ
6 +Gxτ

4 +Gyτ
4 cos

π

2
τ + 4Gzτ

3 + 3Hτ 2.
(16)

Введены обозначения для проекций кинетического момента Ko, импульса P, вектора
Галилея G:

Kx =
N∑

i=1

mi (yiżi − ziẏi), Ky =
N∑

i=1

mi (ziẋi − xiżi), Kz =
N∑

i=1

mi (xiẏi − yiẋi),

Px =
N∑

i=1

miẋi, Py =
N∑

i=1

miẏi, Pz =
N∑

i=1

miżi,

Gx = Pxt−mxc, Gy = Pyt−myc, Gz = Pzt−mzc.

(17)

Подстановка в (16) τ = ±1, ±2, ±3, ±4, ±5 приводит к алгебраической системе из 10
уравнений и к выводу, что механическая система с функцией Лагранжа (12) обладает
10 первыми интегралами: H и (17).
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Теория функций

и функциональный анализ

О ПОВЕДЕНИИ ЧЛЕНОВ ИНТЕГРАЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ
ДЛЯ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЙ УСРЕДНЯЮЩЕГО ПАРАМЕТРА

Н.Ч. Агамалиев, Р.А. Бандалиев
Азербайджанский Архитектурно-Строительный Университет,

Институт Математики и Механики НАН Азербайджана

В работе доказано, что для больших значений усредняющего параметра h > 0 в
интегральном представлении В.П.Ильина и О.В.Бесова, члены интегрального пред-
ставления выходят на некоторый многочлен.

Пусть, Rn = {x, y, . . . } – евклидово пространство точек. Обозначим

x = (x′, x′′), x′ = (x1, . . . , xk) , x′
′
= (xk+1, . . . , xn) , k = 1, 2, . . . , n,

ρ (x) =

(∑
x

2

ai
i

) 1

2

, ai > 0, i = 1, . . . , n,

ρ (x′) = ρ (x′, 0′′) , l = (l1, . . . , ln) , ν = (ν1, . . . , νn) ,

(a, ν) =
n∑

i=1

aiνi, l! = l1! · · · ln!, νi ∈ N ∪ {0}.

Далее, предположим, что

Ωk = {x : x′ ∈ Rk, ϕi(x
′) < xi <∞, i = k + 1, . . . , n, 1 6 k 6 n− 1}, (1)

Ω0 = {x : x ∈ Rn, x
(0)
i < xi <∞, i = 1, . . . , n},

Γk = {x : x′ ∈ Rk, x′′ = ϕ̄i(x
′), 1 6 k 6 n− 1},

где вектор функция ϕ̄i (x
′) = (ϕk+1 (x′) , . . . , ϕn (x′)) удовлетворяет условию Гëльдера:

ρ (ϕ̄ (x′)− ϕ̄ (y′)) 6 Mρ (x′ − y′) , ∀x′, y′ ∈ Rk. (2)

Здесь ρ (x,Γk) = inf
y∈Γk

ρ (x− y) , 1 6 k 6 n−1. В случае k = 0, ρ (x,Γ0) = ρ
(
x− x(0)

)
, где

Γ0 – множество, состоящее из одной фиксированной точки x(0) =
(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
∈ Rn,

при x(0) = (0, . . . , 0), Ω0 = Rn
++, где Rn

++ = {x : x ∈ Rn, xi > 0, i = 1, . . . , n}.
Положим b = (b1, . . . , bn) , c = (c1, . . . , cn) , 0 < bi < ci < ∞, i = 1, . . . , n.

Множество

ℜ
(

1

a

)
=

{
y : yi > 0, bih < y

1
ai
i < cih, i = 1, . . . , n, 0 < h <∞

}

называется 1
a
-рогом, 1

a
=
(

1
a1
, . . . , 1

an

)
.
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В [1] доказано, что область Ωk, 0 6 k 6 n − 1, удовлетворяет условию 1
a

рога, т.е.

∀x ∈ Ωk, x+ ℜ
(

1
a

)
⊂ Ωk, k = 0, 1, . . . , n− 1, где ai > M

k∑
j=1

bj , i = k + 1, . . . , n.

Положим,

πk (x) = ρ (x′′ − ϕ̄ (x′)) =

(
n∑

i=k+1

|xi − ϕi (x
′)|

2
ai

) 1
2

, 1 6 k 6 n− 1,

π0 (x) = ρ
(
x− x(0)

)
.

Лемма 1. Функции ρ (x,Γk) и πk (x) эквивалентны в области Ωk, k = 0, 1, . . . , n− 1

[1].
Пусть ω-положительная измеримая функция, заданная в Ωk. Через Lp,ω(Ωk) обозна-

чается пространство измеримых по Лебегу в области Ωk функций с конечной нормой

‖f‖Lp,ω(Ωk)
= ‖f‖p,ω =




∫

Ωk

|f (x)|pω (ρ) dx





1
p

, 1 6 p <∞.

Весовые пространство Соболева W l1,...,ln
p,ω0,...,ωn

(Ωk), li > 0-целые, 1 6 p < ∞, опреде-
ляется как совокупность измеримых функций f (x) , x ∈ Rn, имеющие обобщенные
производные Dli

i f с конечной нормой

‖f‖
W

l1,...,ln
p,ω0,...,ωn(Ωk)

= ‖f‖Lp,ω0
(Ωk) +

n∑

i=1

∥∥Dli
i f
∥∥

Lp,ωi(Ωk)
, 0 6 k 6 n− 1.

Далее, для областей удовлетворяющих условию рога, в [2] доказано, что имеет место
интегральное представление Ильина-Бесова:

Dνfε (x) = Dνfh (x) + (−1)|ν|
n∑

i=1

h∫

ε

υ1−σidυ

∫

ℜ( 1
a)

Φ
(ν)
i

( y
υa

)
Dli

i f (x+ y) dy, (3)

где σi = |a|+ (ν, a)− liai, i = 1, 2, . . . , n, |a| =
n∑

i=1

ai,

Dνfh (x) =
(−1)|ν|

h|a|+(ν,a)

∫

Rn

Φ
(ν)
i

( y
υa

)
f (x+ y) dy,

Φj , j = 1, 2, . . . n – некоторые бесконечно дифференцируемые финитные функции,
сосредоточенные в области

{y : 0 < bai
i < yi < cai

i }, i = 1, 2, . . . , n

и обладающие соответственно свойствами
∫

Rn

Φ0 (y) dy = 1,

∫

Rn

Φ
(ν)
i (y) dy = 0, i = 1, 2, . . . , n , ∀ν ∈ Nn

0 = Nn ∪ {0}.
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Предельным переходом при ε → 0 в равенстве (3) при liai − (ν, a) > 0, получается
интегральное представление

Dνf (x) = Dνfh (x) + (−1)|ν|
h∫

0

n∑

i=1

υ−1−σidυ

∫

ℜ(y)

Φ
(ν)
i

( y
υa

)
Dli

i f (x+ y) dy, (4)

справедливое для почти всех x ∈ Ωk (см. [2], стр. 79-87).
Отметим, что в силу равенства (4), функция должна принадлежать анизотропному

пространству С.Л. Соболева W l1,...,ln
p (Ωk).

В настоящей работе рассматривается Lq,ω (Ωk)-норма функции (или ее производ-
ной), уменьшенной на некоторый многочлен и дается оценка через Ll

p,ω (Ωk) -полунор-
мы, при 1 < p < q <∞.

Теорема 1. Пусть f ∈ W l
p,ω (Ωk) , k = 1, n− 1, 1 6 p 6 ∞. Далее, предположим,

что весовая функция ω (πk (x)) удовлетворяет следующим условиям:

a) ∀x ∈ F ⊂ Ωk, ∀ y ∈
{
y : 0 < (aiυ)χi < yi < (biυ)

χi ; i = 1, n
}
, χi = 1

li
; и

b) для достаточно больших υ > 0 имеет место неравенства:

ω (πk (x+ y)) > cω (υ) , (5)

lim
h→∞

∞∫

h

dυ

υ
|χ|
p

+(ν,χ)ω
1
p (υ)

= 0, (6)

lim
h→∞

h1− |χ|
p
−(ν,χ)

(ω (h))
1
p

= 0. (7)

Тогда при h −→∞, Dνfh(x) из представления (3), в котором

supp Φi ⊂ {x : 0 < aχi

i < yi < bχi

i }, i = 1, n, j = 0, n,

ai > M
k∑

j=1

bj, i = k+1, . . . , n, k = 1, . . . , n−1, сходится равномерно на любом компакте

F ⊂ Ωk если выполняется условия (5) и (6). К тому, же если при некотором r 6

n, νr > lr, то Dνfh (x) →
→0 на любом компакте F ⊂ Ωk, при выполнении условий (5),

(7).

Доказательство. Имеет место

|Dνfh1
(x)−Dνfh2

(x)| 6

n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣

h2∫

h1

dυ

υ|χ|+(ν,χ)

∫

R( 1
χ)

Φ
(ν)
i

( y
υχ

)
Dli

i f (x+ y) dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (8)

где 0 < h1 < h2 <∞.
Оценим правую часть неравенства (8). Применяя неравенство Гельдера и используя

условия (5), (6) получим:
∣∣∣∣∣∣∣∣

h2∫

h1

dυ

υ|χ|+(ν,χ)

∫

R( 1

χ)

Φ
(ν)
i

( y
υχ

)
[ω (Πk (x+ y))]−

1
pDli

i f (x+ y)ω
1
p (Πk (x+ y)) dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
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6 c1

∣∣∣∣∣∣∣

h2∫

h1

∥∥∥Φ(ν)
i (y/υχ)

∥∥∥
p′
1
,Rn

υ|χ|+(ν,χ)ω
1
p (υ)

dυ
(∥∥Dli

i f
∥∥

p,ω,Ωk

)
∣∣∣∣∣∣∣
6 c2

∞∫

h1

dυ

υ
|χ|
p

+(ν,χ)ω
1
p (υ)

→ 0,

при h1, h2 −→∞. Этим доказано равномерная сходимость функции Dνfh (x) на любом
компакте F ⊂ Ωk. Далее, имеем

|Dνfh (x)| = 1

h|χ|+(ν,χ)

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

R( 1

χ)

Φ
(ν)
0

( y
hχ

)
f (x+ y) dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
6

6
hliχi

h|χ|+(ν,χ)

∫

R( 1
χ)

∣∣∣Φ(ν̃)
0

( y
hχ

)∣∣∣
∣∣Dli

i f (x+ y)
∣∣dy =

= h1−|χ|−(ν,χ)

∫

R( 1
χ)

∣∣∣Φ(ν̃)
0

( y
hχ

)∣∣∣ω− 1
p (Πk(x+ y))

∣∣Dli
i f (x+ y)

∣∣ω− 1
p (Πk(x+ y)) dy,

где ν̃ = (ν1, . . . , νr − lr, . . . , νn) , νr > lr.
Аналогично, применяя неравенство Гельдера и используя условий (5) и (7), полу-

чим:

|Dνfh (x)| 6 c1

∥∥∥Φ(ν̃)
0

∥∥∥
p′1,Rn

∥∥Dli
i f
∥∥

p,ω,Ωk

h1− |χ|
p

+(ν,χ)

ω
1
p (h)

→ 0, h→∞

Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть f ∈ W l

p,ω (Ωk) , 1 6 p 6 ∞. Тогда существует многочлен

Pl−1 (x; f) =
∑

µ6l−1

cµx
µ степени не выше li− 1 по xi

(
i = 1, n

)
такой, что при h −→∞

Dνfh(x) из представления (4), для которого выполняются условия теоремы 1, при

выполнении условий (5)–(7), сходится к DνPl−1 (x; f) равномерно на любом компакте

F ⊂ Ωk, k = 1, n− 1, где некоторые cµ могут быть равными нулю, в зависимости

от условий между параметрами µ, χ, p.

Доказательство. Пусть x′ – произвольная точка областиΩk и B̄ ⊂ Ωk, где B –
открытый шар с центром в точке x′. Положим

P̃l−1 (x; f) =
∑

µ6l−1

cµ (x− x′)µ
, (9)

где cµ = 1
µ!
Dµfh (x′), если условия (6) и (7) выполнены, и cµ = 0 если условия (6) и (7)

не выполнены. В первом случае существование предела следует из теоремы 1.
Разлагая функцию Dνfh (x) по формуле Тейлора в шаре B̄ имеем:

Dνfh (x) =
∑

α6l−1

Dα+νf (x′)

α!
(x− x′)α

+Rα (x) , x ∈ B̄,

где

Rα (x) =
1

l!

[
n∑

i=1

(x− x′i)
∂

∂xi

]l

f
(
x′ + θl (x− x′)

)
, 0 < θl < 1.
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Если делать замену β = α+ ν, то α = β − ν и

Dνfh (x) =
∑

β−ν6l−1

Dβf (x′)

(β − ν)! (x− x′)β−ν
+Rβ−ν (x). (10)

С другой стороны,

DνP̃l−1 (x; f) =
∑

|ν|6µ6l−1

cµ
(x− x′)µ−ν

(µ− ν)! .

Взяв в разложении (10) некоторые коэффициенты (а именно, если условия (6) и
(7) не выполняются) равными нулю и применяя теорему 1, можно доказать, что

Dνfh (x) →
→D

νP̃l−1 (x; f) , ∀x ∈ B̄.

Раскрывая в (9) скобки, приводя подобные члены и обозначая полученные коэффици-
енты при степенях xµ через c̄µ, получим:

P̃l−1 (x; f) =
∑

µ6l−1

c̄µx
µ. (11)

Коэффициенты c̄k, при не выполнении условий (6) и (7) исчезают при взятии произ-
водной порядка ν. Поэтому многочлен Pl−1 (x; f) =

∑
µ6l−1

cµx
µ, cµ = c̄µ, если выполнены

условия (6) и (7), cµ = 0, если условия (6) и (7) не выполнены, также будет удовлет-
ворять условию (11).

Из точки x′ до любой точки x′′ ∈ Ωk можно добраться по конечной цепочке от-
крытых шаров, каждый из которых пересекается соседними шарами, и вся цепочка
вместе со своим замыканием принадлежит области Ωk, k = 1, n− 1. Поэтому в силу
доказанного и теоремы 1, получаем, что коэффициенты cµ многочлена Pl−1 (x; f) не
зависят от точки x′. Отсюда в силу теоремы 1 заключаем, что Dνfh (x) →

→D
νPl−1 (x; f)

(при выполнении условий (6) и (7)) на любом компакте F ⊂ Ωk. Теорема доказана.
Следствие. Если в теоремах 1 и 2 взять ω (πk (x)) = [πk (x)]pα, где 1 6 p 6

∞, α > 0, то при (ν, χ) > 1 − |χ|/p − α получатся результаты принадлежащие
Ю.С. Никольскому (см. [1]).

Список литературы

[1] Ю.С. Никольский. Теоремы вложения весовых анизотропных пространств дифференци-

руемых функций. Труды МИ РАН. Москва. 1992. T.201, с. 302–323.

[2] О.В. Бесов, В.П. Ильин, С.М. Никольский. Интегральные представления функций и

теоремы вложения. М.: Наука, 1975.

148



О НУЛЯХ ФУНКЦИИ, АНАЛИТИЧЕСКОЙ В КРУГЕ

Е.Н. Алексеева
Орловский государственный университет, 302026, Орел, ул. Комсомольская, 95

B данной статье доказана теорема единственности для функций, аналитических в
круге.

Теорема. Пусть функция F (z) является аналитической в замкнутом круге |z| 6
1, а функция ϕ(t) – аналитической в открытом круге |t| < 1 и пусть {λj}, |λj| < 1 –

нули функции ϕ(t). Пусть также

Φ(z)
def
=

1

2πi

∫

γ

F (t)ϕ(1
t
)dt

t− z , (1)

где γ – контур, охватывающий единичную окружность |t| < 1. Тогда если функция

(1) обращается в ноль в точках zj = 1
λj

, т.е.Φ( 1
λj

) = 0, j = 1, 2, 3..., то функция F(z)

является рациональной.

Доказательство. Функция Φ(z) является аналитической в замкнутом круге |z| 6
R, R>1, и ее нули zj = 1

λj
таковы, что

∣∣∣ 1
λj

∣∣∣ ց 1, т.е. имеют внутреннюю предельную

точку. По теореме единственности аналитических в области функций ([1]) Φ(z) ≡ 0.
Следовательно, an(Φ) ≡ 0, а значит, Φ(n)(0) = 0 ∀n. Таким образом, имеем

Φ(n)(0) =
n!

2πi

∫

|t|=R

F (t)ϕ(1
t
)dt

t(n+1)
= 0, ∀n. (2)

Функция Ψ(t) = F (t)ϕ(1
t
) аналитическая в кольце r < |t| < R. Следовательно, Ψ(t)

может быть разложена в ряд Лорана:

Ψ(t) =

∞∑

n=0

bnt
n +

∞∑

n=1

an

tn
. (3)

Коэффициенты bn равны правым частям равенств (2), из которых следует,что bn =

0, ∀n. Формула (3) принимает вид

Ψ(t) =
∞∑

n=1

an

tn
. (4)

Функция F(z) является аналитической в замкнутом круге |z| 6 R, R>1, и

F (z) =
Ψ(z)

ϕ(1/z)
, |z| > R.

Таким образом, функция F(z) является мероморфной и имеет конечное число нулей в
круге |z| > R. Откуда следует, что F(z) рациональная ([2]):

F (z) =
N∑

k=1

dk

z − dk
.

Что и требовалось доказать.
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БАЗИСЫ ИЗ СИСТЕМ ЭКСПОНЕНТ С ИЗМЕРИМОЙ ФАЗОЙ

Б.Т. Билалов, А.Р. Абдукаримов
ИMM НAН Азербайджана

В работе рассматривается система экспонент с комплекснозначными коэффици-
ентами,аргументы которых просто измеримые функции. При определенных условиях
доказана базисность этой системы в Lp.

Рассмотрим следующую систему экспонент

{
A (t) ei n t; B (t) e−i k t

}
n>0, k>1

(1)

с комплексно-значными коэфициентами A(t) ≡ |A(t)|eiα(t), B(t) ≡ |A(t)|eiβ(t) на от-
резке [−π, π]: |A|± 1, |B|± 1 ∈ L∞ (−π, π).

Исследование базисных свойств системы (1) в пространствах Lp ≡ Lp (−π, π),
1 6 p 6 +∞, (L∞ ≡ C[−π, π]) диктуют многие задачи математической физики и
механики. Поэтому этому кругу вопросов посвящено много работ разных математи-
ков (см. напр. [1–9]). С другой стороны, исследование базисных свойств системы (1) в
разных функциональных пространствах представляет интерес и с теоретической точки
зрения. Так как, классические результаты Дж. Уолша [10] утверждают о том, что если
ϕ–образ отрезка [a, b] на комплексной плоскости является замкнутым (ϕ (a) = ϕ (b))

Жордановым контуром, то система {ϕn (t) ; ϕ̄n (t)}n >0 полна в пространстве непре-
рывных на [a, b] функций C0[a, b], которые на концах отрезка принимают одинаковые
значения, где ( · ) – комплексное сопряжение. Более того, нетрудно заметить, что сис-
тема (1) является естественным обобщением классической системы экспонент.

В основном ранее рассмотрены весьма частные случаи системы (1). Впервые сис-
тема (1) в таком общем виде была рассмотрена в работах Билалова [8, 9], в предпо-
ложении, что α (t) и β (t) являются кусочно-непрерывными (могут иметь бесконечное
число точек разрыва первого рода), а |A (t)|± 1 и |B (t)|± 1 принадлежат L∞. В этих
работах установлена базисность и получен критерий для полноты и минимальности
системы (1) в Lp, 1 < p < +∞, при определенных предположениях на коэффициенты
A (t) и B (t).

В представленной работе рассматривается случай, когда функции α (t) и β (t) име-
ют, вообще говоря, измеримые части. Отметим, что этот случай представляет чисто
теоретический интерес.

Прежде чем перейти к изложению основного результата работы, приведем вспомо-
гательные понятия.
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Итак, через H±
p обозначаем обычные классы Харди аналитических функций внут-

ри и вне единичного круга на комплексной плоскости. Пусть G (t) и g (t) заданные
функции на единичной окружности Γ : | t | = 1. Под решением задачи сопряжения

F+ (t) +G (t)F− (t) = g (t) , t ∈ Γ, (2)

в классах H±
p понимается пара функций (F+ ; F−): F+ (z) ∈ H+

p , F− (z) ∈ H−
p , некаса-

тельные граничные значения на единичной окружности которых удовлетворяют п.в.
равенство (2).

Будем исследовать базисные свойства системы (1) в Lp по схеме работы [8]. Пред-
полагаем выполнения неравенства

sup vrai |ω (t)| 6 νπ, ν < min

(
1

p
, 1− 1

p

)
, (3)

где ω (t) = β (t)− α (t).
А теперь в (2) в качестве G (t) возьмем функцию G (t) ≡ B(t)

A(t)
. Предполагаем, что

argG (t) ≡ ω (t). Пусть g ∈ Lp произвольная функция. Рассмотрим оператор Z:

Zg ≡ Z+ (ei s)

2π

π∫

−π

g (t)

Z+ (ei t)

dt

1− ei(s−t)
, где Z (z) = exp





i

4π

π∫

−π

ω (s)
eis + z

eis − z ds



,

а через Z+(Z−) обозначено некасательное граничное значение аналитической внут-
ри (вне) единичного круга функции Z (z) на единичной окружности. Рассмотрим
кусочно-аналитическую функцию F :

F (z) =
Z (z)

2π

π∫

−π

g (σ)

Z+ (eiσ)

dσ

1− ze−iσ
, |z| 6= 1.

Применяя формулы Сохоцкого-Племеля [11] легко заметить, что граничные значения
F± (eit) функции F (z) п.в. удовлетворяет равенство (2). По результатам работы [11]
при выполнении неравенства (3) оператор Z ограниченно действует из Lp в Lp : Z :

Lp → Lp. В силу чего, по формулам Сохоцкого-Племеля, F± ∈ Lp. В результате по
одной теореме Смирнова F (z) ∈ H±

p при |z| ± 1 < 1. Таким образом, F (z) является
решением задачи (2). Разложим функцию Z (z) в ряд Тейлора по степеням z в нуле

Z (z) =
∞∑

n=0

b+n z
n , |z| < 1,

и в окрестности бесконечно удаленной точки z =∞

Z (z) =
∞∑

n=1

b−n z
−n , |z| > 1.

Обозначим

h+
n (σ) =

n∑
k=0

b+n−ke
−ikδ

2πZ+ (eiσ) A (δ)
, n > 0, h−n (σ) = −

n∑
k=1

b−n−ke
ikδ

2πZ+ (eiσ) A (δ)
, n > 1.

151



Тогда для коэффициентов разложений функции F (z) в ряд Тейлора по степеням z в
нуле

F (z) =

∞∑

n=0

a+
n z

n, |z| < 1,

и в окрестности бесконечно удаленной точки

F (z) =

∞∑

n=1

a−n z
−n, |z| > 1,

имеем выражения

a+
n =

π∫

−π

h+
n (σ) g (σ) dσ, n > 0, a−n =

π∫

−π

h−n (σ) g (σ) dσ, n > 1. (4)

По теореме Рисса [11] имеем

π∫

−π

∣∣F
(
reit
)
− F+

(
eit
) ∣∣p dt→ 0, r → 1− 0,

и
π∫

−π

∣∣F
(
reit
)
− F− ( eit

) ∣∣p dt→ 0, r → 1 + 0.

Из этих соотношений следует:

π∫

−π

F+
(
eit
)
e−i n t dt =

{
a+

n , n > 0,

0 , n < 0,
и

π∫

−π

F− (eit
)
ei n t dt =

{
a−n , n > 1,

0 , n < 1.

Из того, что система экспонент { ei n t}+∞
−∞ образует базис в Lp получаем:

F+
(
eit
)

=
∞∑

n=0

a+
n e

i n t, F− (eit
)

=
∞∑

n=1

a−n e
−i n t.

В результате из (2) следует, что ряд

A (t)
∞∑

n=0

a+
n e

i n t +B (t)
∞∑

n=1

a−n e
−i n t

сходится к g (t) в Lp.
А теперь в качестве функции g (t) в (2) возьмем:

g (t) = A (t) ei m t,

при некотором фиксированном m > 0. Соответствующие коэффициенты {a+
n }, {a−n }

снова вычисляются по формулам (4), (5). С другой стороны решением задачи (2) в
классах H±

p является и функция

F (z) ≡
{

zm, |z| < 1

0, |z| < 1.
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По результатам работы [11] задача (2) в классах H±
p при условии F (∞) = 0 имеет

единственное решение. Тогда из сравнений получаем: a+
m = 1, a−n = 0, при n 6= m и

a−n = 0 при ∀n. Таким образом

π∫

−π

A (t) ei mth+
n (t) dt = δnm,

π∫

−π

A (t) ei mth−n (t) dt = 0.

Совершенно аналогично показывается

π∫

−π

B (t) e−i mth+
n (t) dt = 0,

π∫

−π

B (t) e−i mth−n (t) dt = δnm,

где δnm– символ Кронекера.
Из выражений для систем {h±n (t)} и граничных значений Z± (eit) следует, что

{h±n (t)} ⊂ Lq, 1
p
+ 1

q
= 1. Следовательно, система (1) минимальна в Lp. В итоге получа-

ем, что она образует базис в Lp. Нетрудно заметить, что Lp-нормы элементов системы
(1) равномерно отграничены от нуля и от бесконечности. Из того, что система экс-
понент {ei n t}+∞

−∞ образует безусловный базис в L2, по теореме Лорча [12] имеем, что
система в L2 образует базис Рисса. Таким образом, нами доказана следующая

Теорема. Пусть имеет место неравенство (3). Тогда система (1) образует базис
(при p = 2 базис Рисса) в Lp.
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ОЦЕНКИ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ РИССОВЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ

М.К. Гаджибеков
Институт Матемамики и Механики НАН Азербайджана

ул. Ф. Агаева 9, AZ1141, Баку, Азербайджан

Пусть Rn является n -мерным евклидовым пространством и 0 < α < n. Интеграл

Iαf (x) =

∫

Rn

|x− y|α−n f (y) dy, (1)

называется классическим потениалом Рисса, где f : Rn → R локально интегрируемая
функция и |·| – евклидова норма.

По теореме Соболева, если интеграл (1) сходится, p >
n

α
и f ∈ Lp(Rn), то потенциал

Iαf (x) является непрерывной как функция от аргумента. Но при p 6
n

α
это утвержде-

ние вообще говоря не верно. Й. Мизута ([4]) нашел при p =
n

α
подкласс класса Lp(Rn)

такой, что найденный подкласс не принадлежит никакому другому классу Lq(Rn) и
если f принадлежит этому подклассу, то Iαf (x) остается непрерывным как функция
от аргумента. В [5] и [7] изучены и другие условия непрерывности для Iαf (x). В рабо-
тах [2] и [3] получены аналогичные результаты для анизотропных потенциалов Рисса
в Rn и для обобщенных интегралов типа потенциала.

В работе [7] найдено при p =
n

α
подкласс класса Lp(Rn), который совпадает с

подклассом найденным в работе [4] во всех тех случаях которые представляет интерес,
и доказал, что если f принадлежит этому подклассу, то конечная разность Iαf (x) −
Iαf (z) является бесконечной малой высшего порядка чем w∗ (|x− z|) , при x→ z, где

w∗ (r) =




r∫

0

w
(
t−1
)− 1

p−1 t−1dt




1− 1
p

.

и w (r) удовлетворяет следуюшим условиям:
(w1) w – положительная монотонно-возрастающая функция на (0,∞);

(w2)
∞∫

1

w (r)−1/(p−1) r−1dr <∞;

(w3) существует такая постоянная A > 0, что

A−1w (r) 6 w
(
r2
)

6 Aw (r) .

Наша цель найти аналогический результат для потенциалов Рисса на пространст-
вах однородного типа.

Пусть d > 0, 0 < θ 6 1 и на множестве X задана квазиметрика ρ и Бореловская
мера µ , причем suppµ = X, diamX = ∞ и существуют такие постоянные C > 0 и
C0 > 0, что для любого r > 0 и любых x, y, z ∈ X

C−1rd < µ (B (x, r)) < Crd
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и
|ρ (x, y)− ρ (z, y)| 6 C0ρ (x, z)θ [ρ (x, y) + ρ (z, y)]1−θ , (2)

где B (x, r) = {y ∈ X : ρ (x, y) < r} . Ясно, что такое пространство является прост-
ранством однородного типа и обозначим его через (X, ρ, µ)d,θ (см. [1], [6]).

Пусть задано пространство (X, ρ, µ)d,θ и 0 < α < d . Рассмотрим интеграл

Rαf (x) =

∫

X

ρ (x, y)α−d f (y) dµ (y) . (3)

Известно, что сходимость интеграла (3) почти всюду в X эквивалентно (см. [3])
условию ∫

X

(1 + ρ (0, y))α−d |f (y)| dµ (y) <∞. (4)

Доказательство следующей леммы можно найти в работе [3] (см.также [2], [4]).

Лемма 1. Пусть задано однородное пространство (X, ρ, µ)d,θ. Предположим, что

1 < p =
n

α
, f – µ-локально интегрируемая функция на X, удовлетворяющая условиям

(4) и ∫

X

|f (y)|pw (|f (y)|) dµ (y) <∞,

где w (r) удовлетворяет условиям (w1)− (w3) . Тогда существует такая постоянная

L, что для любого a > 0

∫

D

ρ (x, y)α−d f (y)dµ (y) < L




∫

D

|f (y)|pw (f (y)) dµ (y)




1/p


∞∫

a

w (t)−1/(p−1) t−1dt




1/p′

,

где 1/p+ 1/p′ = 1, D = {y ∈ X : |f (y)| > a}.
Лемма 2 ([5], [7]). Пусть функция w (r) удовлетворяет условиям (w1) и (w3) .

Тогда для γ > 0

A−1
γ w (r) 6 w (rγ) 6 Aγw (r) и

sγ
1

w (s1)
6 A2

sγ
2

w (s2)

где s2 > s1 > 0.

Теорема 1. Пусть условия леммы 1 удовлетворяются. Тогда при ρ (x, z) → 0.

справедлива следующая формула

|Rαf (x)− Rαf (z)| = o (w∗ (ρ (x, z))) .

Доказательство. Пусть r = ρ (x, z) < 1
2
. Тогда

|Rαf (x)−Rαf (z)| 6
∫

B(x,2cr)

ρ (z, y)α−d |f (y)| dµ (y) +

∫

B(x,2cr)

ρ (x, y)α−d |f (y)| dµ (y)+
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+

∫

X\B(x,2cr)

∣∣∣ρ (x, y)α−d − ρ (z, y)α−d
∣∣∣ |f (y)| dµ (y) ≡ J1(z) + J2(x) + J3(x, z).

Расмотрим J1(z) . Если y ∈ B (x, 2cr), то

ρ (y, z) 6 c (ρ (x, y) + ρ (x, z)) 6 c1r,

где c1 = c (2c+ 1) и c постоянное в обобщенном неравенстве треугольника для ρ. Пусть
α− θ < γ < α. Из Леммы 1 и Леммы 2 получаем:

J1 (z) 6

∫

B(z,c1r)

ρ (z, y)α−d−γ dµ (y) +

∫

{y:B(z,c1r) |f(y)|>ρ(z,y)−γ}
ρ (z, y)α−d |f (y)| dµ (y)

6

∞∑

j=0

(
2−j−1c1r

)α−d−γ
∫

2−j−1c1r6ρ(z,y)<2−jc1r

dµ (y)+

+ L




∫

{y:B(z,c1r) |f(y)|>ρ(z,y)−γ}
|f (y)|pw (|f (y)|) dµ (y)




1
p 


∞∫

(c1r)−γ

w (t)−
1

p−1 t−1dt




1

p′

6 C1r
α−γ + L




∫

B(z,c1r)

|f (y)|p w (|f (y)|) dµ (y)




1
p 

γ
r∫

0

w
(
(c1t)

−γ)− 1
p−1 t−1dt





1

p′

6 C1r
α−γ + C2




∫

B(z,c1r)

|f (y)|p w (f (y)) dµ (y)




1
p

w∗ (r) .

Если ρ (z, y) < c1r , то ρ (x, y) < c2r, где c2 = c (c1 + 1) . Таким образом

J1 (z) 6 C1r
α−γ + C2




∫

B(x,c2r)

|f (y)|p w (|f (y)|) dµ (y)




1
p

w∗ (r) .

Таким же путем

J2 (x) 6 C1r
α−γ + C2




∫

B(x,c2r)

|f (y)|pw (|f (y)|) dµ (y)




1
p

w∗ (r) .

Пусть u = max (ρ (x, y) , ρ (z, y)) и u = min (ρ (x, y) , ρ (z, y)) . По теореме о среднем
значении, существует u0 ∈ (u, u) такое, что

∣∣∣ρ (x, y)α−d − ρ (z, y)α−d
∣∣∣ = uα−d − uα−d = (d− α) (u− u) uα−d−1

0 .

Согласно (2) имеем:

u− u 6 C0ρ (x, z)θ [ρ (x, y) + ρ (z, y)]1−θ
6 C3r

θρ (x, y)1−θ ,
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где ρ (x, y) ≥ 2cr. Тогда
∣∣∣ρ (x, y)α−d − ρ (z, y)α−d

∣∣∣ 6 C4r
θρ (x, y)α−d−θ ,

где ρ (x, y) ≥ 2cr. Таким образом

J3 (x, z) 6 C4r
θ

∫

X\B(x,2cr)

ρ (x, y)α−d−θ |f (y)| dµ (y) 6

6 C4r
θ

∫

X\B(x,2cr)

ρ (x, y)α−d−θ−γ dµ (y) + C4r
θw
(
r−γ
)− 1

p ×

×
∫

{y:X\B(x,2cr),|f(y)|>r−γ}

ρ (x, y)α−d−θ
[
|f (y)|w (|f (y)|) 1

p

]
dµ (y) 6

6 C4Cr
θ (2cr)α−θ−γ + C4r

θw
(
r−γ
)− 1

p




∫

X\B(x,2cr)

ρ (x, y)(α−d−θ)p′ dµ (y)




1

p′

×

×




∫

X\B(x,2cr)

|f (y)|pw (|f (y)|) dµ (y)




1
p

6

6 C5r
α−γ + C6r

θw
(
r−1
)− 1

p




∞∑

j=0

∫

2j+1cr6ρ(x,y)<2j+2cr

ρ (x, y)−d−θp′ dµ (y)




1

p′

6

6 C5r
α−γ + C6r

θw
(
r−1
)− 1

p

( ∞∑

j=0

C
(
2j+1cr

)−d−θp′ (
2j+2cr

)d
) 1

p′

6

6 C5r
α−γ + C7w

(
r−1
)− 1

p .

По условию (w2) мы можем написать:

w∗ (r) ≥




r∫

r2

w
(
t−1
)− 1

p−1 t−1dt





1

p′

≥ C8w
(
r−1
)− 1

p log
(
r−1
) 1

p′ . (5)

По Лемме 2
sα−d 6 C9w

(
s−1
)−1

(6)

для 0 < s < 1. Таким образом

J3 (x, z) 6 C10w
∗ (r) log(r−1)

− 1

p′ .

Наконец
|Rαf (x)− Rαf (z)| 6 2C1r

α−γ+

+2C2




∫

B(x,c2r)

|f (y)|pw (f (y)) dµ (y)




1
p

w∗ (r) + C10w
∗ (r) log(r−1)

− 1

p′

и используя (5) и (6) получим нужный результат.
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О ПОЛНЫХ СИСТЕМАХ ЗНАЧЕНИЙ ЦЕЛОЙ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ В
ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В.П. Громов
Орловский государственный университет, 302026, Орел, ул. Комсомольская, 95

Пусть H – полное локально выпуклое пространство над полем комплексных чисел,

топология которого определяется мультинормой
{
‖·‖p

}
. И пусть

f(λ) =

∞∑

n=0

xnλ
n; xn ∈ H ; λ ∈ C (1)

– целая вектор-функция: C ∈ H.
Данная заметка посвящена одной задаче о полноте систем вида {f(λj)} и представ-

ляет фрагмент работы автора [5] о полноте систем в локально выпуклом пространстве.

Теорема 1. Пусть функция (1) – целая порядка роста ρ > 0 и последователь-

ность ее коэффициентов {xn} полна в H. Если показатель τ сходимости последова-

тельности {λj} удовлетворяет условию τ > ρ, то система {f(λj)} полна в H.

Доказательство. Доказательство проведем от противного: пусть система {f(λj)}
не полна в H, тогда по теореме Банаха ∃l ∈ H∗, l 6= 0;

l[f(λj)] = 0, j = 1, 2, . . . (2)

Рассмотрим функцию ϕ(λ) = l[f(λ)]. Справедлива следующая оценка:

|ϕ(λ)| = |l[f(λ)]| 6 Cp ‖f(λ)‖p ; ∀λ ∈ C, Cp > 0,

где ‖·‖p – фиксированная полунорма, зависящая от l.
Эта оценка показывает, что ϕ(λ) – целая скалярная функция и ее порядок роста

не превосходит ρ. Кроме этого, в силу (2) ϕ(λ) обращается в ноль в точках последо-
вательности {λj} , показатель сходимости которой τ > ρ. По теореме единственности
заключаем, что

ϕ(λ) = l[f(λ)] =

∞∑

n=0

l(xn)λn ≡ 0; ∀λ ∈ C.
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А посколько ϕ(λ) – целая, то l(xn) = 0; ∀n. По условию теоремы система {xn}
полна в H. Следовательно l = θ. Это противоречие и доказывает теорему.

Теорема 1 содержит в себе много разнообразных конкретных предложений, описы-
вающих условия полноты тех или иных функциональных последовательностей. Так,
например, в теореме 1 содержится следующая теорема А.О. Гельфонда, доказанная
им в 1938 г. и послужившая началом активных исследований функциональных после-
довательностей вида {f(λjz)} (и рядов по таким системам), проведенных в работах
А.И. Маркушевича [2], А.Ф. Леонтьева [3], автора [4] и многих их учеников.

Теорема. (А.О. Гельфонд) Пусть

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n, an 6= 0 (3)

– целая скалярная функция порядка роста ρ < ∞. Если показатель сходимости τ

последовательности {λj} удовлетворяет условию τ > ρ, то система {f(λjz)} полна

в пространстве H(C) всех целых функций.

Эта теорема является простейшим частным случаем теоремы 1, если заметить, что
вектор-функция f1(λ) = f(λz) : C → H(C), имеет порядок ρ и τ > ρ. Кроме этого,
в силу (3) ее коэффициенты {xn = anz

n} представляют в H(C) полную систему и,
следовательно, все условия теоремы 1 выполнены.

Рассмотрим еще один пример. Пусть H = [ρ, σ] , ρ > 0, – весовое пространство,
состоящее из целых функций порядка роста, не превосходящего ρ а при порядке ρ, их
тип не превосходит σ. Естественная топология этого пространства задается следующий
системой норм:

‖F‖ε = sup
r>0

{
max
|z|6r
|F (z)| exp [−(σ + ε)rρ]

}
; ε > 0; F ∈ [ρ, σ].

С этой топологией [ρ, σ] – полное счетнонормированное пространство (пространство
Фреше). Справедлива

Теорема 2. Пусть (3) – целая функция порядка роста ρ1 < ρ, коэффициенты

которой удовлетворяют следующему условию регулярности

lim
n→∞

n lnn

− ln |an|
= ρ1.

Если показатель τ сходимости в последовательности {λj} удовлетворяет неравенст-

ву

τ >
ρρ1

ρ− ρ1
, (4)

то система {f(λjz)} полна в [ρ, σ].

Если же

τ <
ρρ1

ρ− ρ1

, (5)

то система {f(λjz)} в [ρ, σ] не полна.

Теорема 2 также является частным случаем теоремы 1. Для ее доказательства рас-
сматривается целая вектор-функция f1(λ) = f(λz) : C → [ρ, σ]; находится ее порядок
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роста R(f1). Он равен R(f1) = ρρ1

ρ−ρ1
. Далее, посколько an 6= 0; ∀n, то система коэффи-

циентов {anz
n = xn} функции f1 полна в пространстве [ρ, σ]. Все условия теоремы 1

выполнены и система {f(λjz)} в пространстве [ρ, σ] полна.

Если же имеет место условие (5), то из этого факта следует существование (см.[3])
целой скалярной функции

ϕ(z) =
∞∑

n=0

cnz
n,

порядок которой не превосходит τ, и она определяет оператор вида

ϕ(D)F (Z) ≡
∞∑

n=0

cnD
n
fF (z), (6)

где Df – оператор обобщенного дифференцирования Гельфонда-Леонтьева (см.[3]). И
при этом

L {f(λj, z)} = Ker {ϕ(D)}

Следовательно, система {f(λjz)} в [ρ, σ] не полна.

В заключение отметим, что если τ = ρρ1

ρ−ρ1
, то система {f(λjz)} может быть как

полной, так и не полной в [ρ, σ]. Например, нетрудно показать, что функция f(λ) =

f1(λz) : C→ [ρ, σ], имеет следующие характеристики роста: порядок R(f) = ρρ1

ρ−ρ1
и ее

тип

ω(f) =

(
ρ− ρ1

ρρ1

)
(σ1ρ1)

ρ
ρ−ρ1

(σρ)
ρ

ρ−ρ1

.

Пользуясь теоремой единственности для целой функции с привлечением указанных
характеристик роста, легко доказывается следующее:

Предложение 1. Пусть последовательность {λj} удовлетворяет условию: τ =

R(f) и

lim
n→∞

n

|λn|R
> ωeR,

тогда система {f(λjz)} полна в пространстве [ρ, σ].

Если же

lim
n→∞

n

|λn|R
< ωeR,

то существует уравнение вида:

∞∑

n=0

cnD
n
fF (z) = 0

множество решений которого в [ρ, σ] равно

V = L {f(λj, z)} ⊂ [ρ, σ].
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К СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ПУЧКОВ

Р.М. Джабарзаде
Институт Математики и Механики НАН Азербайджана

Спектральная теория операторных пучков в гильбертовом простран-стве многие
годы привлекает внимание математиков, работающих в спек-тральной теории опера-
торов.

Актуальность этих рассмотрений обусловлена тесной связью спектраль-ной теории
полиномиальных пучков с проблемами нахождения решений дифференциальных опе-
раторов, в частности, кратная полнота системы собственных и присоединенных (с.п.)
векторов полиномиального пучка обеспечивает существование и единственность реше-
ния задачи Коши для соответствующего операторно-дифференциального уравнения.

Следует отметить, что полнота и базисность систем с.п. векторов опера-торного
пучка приводит также к нахождению в гильбертовом пространстве полных систем и
базиса.

Спектральная теория самосопряженных операторных пучков продол-жает оста-
ваться существенной частью этой теории.

В статье дается достаточное условие вещественности спектра полино-миального
пучка

L(λ) = A0 + λA1 + λ2A2 + · · ·+ λnAn (1)

в сепарабельном гильбертовом пространстве, когда операторы Ai являются ограни-
ченными и самосопряженными. Доказательство этого факта ис-пользует результаты
многопараметрической спектральной теории.

Напомним, что λ0 собственное значение (1), а x0 соответствующий собственный
вектор, если

L(λ0)x0 = 0.

В (1) вводим новые обозначения λi = λi, i = 1, 2, . . . , n и дополним уравнение (1)
до многопараметрической системы с помощью n− 1 дополни-тельных уравнений

(λi−2t2 + λi−1t0 + λit1)xi = 0, i = 2, 3, . . . , n, λ0 = 1, (2)
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где операторы t0, t1, t2 в действуют пространстве R2 и заданы с помощью матриц

t0 ∼
(

0 1

1 0

)
, t1 ∼

(
1 0

0 0

)
, t2 ∼

(
0 0

0 1

)
, xi = (ai, bi) ∈ R2 (3)

Предполагается, что уравнения из (2) в дальнейшем будут обеспечивать связи меж-
ду параметрами λi в собственных значениях (λ1, λ2, . . . , λi) ∈ Ci самосопряженной
многопараметрической системы

(A0 + λ1A1 + · · ·+ λnAn)x1 = 0, (λi−2t2 + λi−1t0 + λit1) xi = 0, i = 2, 3, . . . , n (4)

такие, что λi = λi
1.

В (4) число уравнений равно числу параметров.
(λ1, . . . , λn) ∈ Cn есть собственное значение (4), если существует ненулевой тензор

x̂ = x1 ⊗ · · · ⊗ xn из тензорного произведения H = H ⊗ R1 ⊗ · · · ⊗ R2 пространства H
и n− 1 штук пространств R2, xi ∈ R2 (i = 2, . . . , n), такое, что выполнено (4).

Нетрудно установить, что если тензор x = x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn 6= 0 есть собственный
вектор (4) с собственным значением λ = (λ1, . . . , λn), когда λ1 6= 0, то собственные
векторы i-тых уравнений из (4), xi = (ai, bi) таковы, что ai 6= 0 и bi 6= 0. Кроме того,
λi = λi

1 (i = 2, . . . , n). Действительно, из 2-го уравнения системы (4), а именно, из
[(

0 0

0 1

)
+ λ1

(
0 1

1 0

)
+ λ2

(
1 0

0 0

)](
a2

b2

)
= 0

следует, что a2 и b2 одновременно не равны нулю и

λ1b2 + λ2a2 = 0, b2 + λ1a2 = 0,

т.е.
λ2 = λ2

1.

Далее, из следующего уравнения системы (4)
[
λ1

(
0 0

0 1

)
+ λ2

(
0 1

1 0

)
+ λ3

(
1 0

0 0

)](
a3

b3

)
= 0

следует a3 6= 0, b3 6= 0 и

λ2b3 + λ3a3 = 0, λ1b3 + λ2a3 = 0,

т.е. λ1λ3 = λ2
2, или λ1λ3 = λ4

1, λ3 = λ3
1.

Продолжая этот процесс, получаем, что для всех собственных зна-чений (λ1, . . . , λn)

с отличной от нуля 1-ой компонентой λ1 имеем λi = λi
1 (i = 2, . . . , n).

Далее, с помощью исследований в многопараметрической теории уста-навливается,
что спектр многопараметрической системы (4) вещественен, что и будет означать ве-
щественность спектра оператора L(λ).

Самосопряженные системы (4) в конечномерном случае изучены Аткинсоном [1]. В
случае бесконечномерного гильбертова пространства результаты Аткинсона обобще-
ны Брауне [2], Cлииманом [3] и другими авторами, когда все операторы, входящие в
систему ограниченные.

162



Для дальнейшего изложения необходимо дать ряд известных определений.
1. Пусть H = H1 ⊗R2 ⊗ · · · ⊗ R2, где R2 повторяется (n− 1) раз.
В H вводятся операторы ∆i, являющиеся абстрактными аналогами определителей

Крамера для системы (4).
На разложимых тензорах x = x1⊗· · ·⊗xn операторы ∆i определяются с помощью

формул

n∑

i=0

αi∆ix =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α0 α1 α2 . . . αn

A+
0 A+

1 A+
2 . . . A+

n

t+22 t+02 t+12 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 t+2n t+02 t+1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5)

где α0, . . . , αn произвольные комплексные числа.
Оператор ∆i получается из (5), когда αi = 1, а α1 = α2 = · · · = αi−1 = αi+1 = · · · =

αn = 0.
На всех других векторах x = H операторы ∆i определяются по линей-ности и

непрерывности.
Операторы A+

i (i = 0, 1, . . . , n) , t+ik (i = 0, 1, 2; k = 2, 3, . . . , n) индуцированы опе-
раторами Ai и ti соответственно в H с помощью формул

A+
i x = Aix1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn, t+i,kx = x1 ⊗ · · · ⊗ xk−1 ⊗ tixk ⊗ xk+1 ⊗ · · · ⊗ xn.

Если оператор ∆−1
0 существует, и R(∆i) ⊂ D(∆−1

0 ), то операторы Γi = ∆−1
0 ∆i опре-

делены в тензорном произведении пространств H и, как известно, из многопарамет-
рической литературы, они попарно коммутируют.

Скалярное произведение в H определяется для двух разложимых
тензоров x = x1 ⊗ · · · ⊗ xn ∈ H и y = y1 ⊗ · · · ⊗ yn ∈ H по формуле

(x, y)H = (x1, y1)H1
+

n∑

i=2

(xi, yi)R2
,

причем (xi, yi)R2
= aia

′
i + bib

′
i, где xi = (ai, bi) , yi = (a′i, b

′
i).

Для всех других пар векторов из H скалярное произведение опреде-ляется по ли-
нейности и непрерывности.

Предполагая равномерную положительную определенность оператора ∆0, а имен-
но, существование постоянного числа d > 0 такого, что

(∆0x, x)H ≥ d(x, x)H , ∀x ∈ H,

где (·, ·) знак скалярного произведения в H, вводят еще одно скалярное произведение
в пространстве H по формуле

[x, y]0 = (∆0x, x) , x, y ∈ H.

Операторы Γi (i = 1, 2, . . . , n) обладают в этом энергетическом пространстве H̃0

очень хорошими свойствами а, именно, они образуют к набор коммутирующих огра-
ниченных самосопряженных операторов.
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Если Er есть разложение единицы для оператора Γr, то проекторы Er также ком-
мутируют.

Носитель функции Mr ⊂ R есть борелево подмножество на вещественность оси
R, r = 1, 2, . . . , n .

Однозначно определяется проектор

E (M1 × · · · ×Mn) = E1 (M1) . . . En (Mn) ,

являющийся спектральной мерой на подмножестве M = M1 × · · · ×Mn ⊂ Rn исче-
зающей вне множества σ = σ (Γ1) × · · · × σ (Γn) , которая и представляет совместный
спектр операторов Γ1, . . . ,Γn.

Если λ ∈ σ и E {λ} 6= 0 то λ есть собственное значение системы (4).
Естественно, что совместный спектр коммутирующих самосопряженных операто-

ров вещественнен. Имеет место

Теорема 1 Пусть выполнены следующие условия:

a) операторы Ai (i = 0, 1, . . . , n) ограниченные и самосопряженные

б) (∆0x, x) ≥ d(x, x), d > 0 для ∀x ∈ H
в) выполнено одно из двух следующих условий

в1) Ker A0 = θ, в2) Ker Γ1 = θ.

Тогда собственные значения уравнения (1) вещественны.

Доказательство. При выполнении условий теоремы 1 из работ [2] и [3] следует,
что операторы Γi разделяют спектр многопараметрической задачи (4), т.е., если λ =

(λ1, . . . , λn) ∈ Cn есть собственное значение системы (4), а разложимый тензор x =

x1 ⊗ · · · ⊗ xn соответствующий собственный вектор, то

Γix = λix, i = 1, 2, . . . , n.

Учитывая связи между параметрами λi, вытекающие из того, что xi есть собственный
вектор i-го уравнения (i = 2, . . . , n) системы (4) при λ1 = 0, что следует из условий в1)
либо в2) теоремы, имеем

Γ1x = λ1x, Γ2x = λ2
1x, . . . , Γnx = λn

1x, λ1 = λ,

т.е. собственное значение уравнения (1) вещественно, что и требовалось доказать.
Опираясь на исследования, проведенные в [2], можем сформулировать:

Теорема 2 Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1, тогда для любого f ∈ H

имеем

f =

∫

σ

dEλf, ‖f‖20 = (∆0f, f)H =

∫

σ

d [Eλf, f ]0 ,

где интегралы сходятся по норме пространств H2.

Эти формулы являются разложениями Аткинсона-Парсеваля, то есть спектраль-

ными разложениями.
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Замечания. 1◦. При n = 2 оператор ∆0 есть

∆0 =

(
A+

1 A+
2

t10,2 t+1,2

)
= A+

1 t
+
1,2 −A+

2 t
+
0,2 =

(
A1 − A2

−A2 0

)
(6)

Для вещественности собственных значений операторного пучка A0+λA1+λ2A2 при
условиях самосопряженности и ограниченности операторов Ai и условия KerAi = θ

достаточно потребовать также равномерную положительность оператора (6).
2◦. При n = 3 имеем

∆0 =




A+

1 A+
2 A+

3

t+0,2 t+1,2 0

t+2,1 t+0,3 t+1,3



 = A+
1 t

+
1,2t

+
1,3 + A+

3 t0,2t
+
0,3 − A+

3 t
+
1,2t

+
2,3 − A+

2 t
+
0,2t

+
1,3 =

=




A1 −A2 −A3 A3

−A2 0 A3 0

−A3 A3 0 0

A3 0 0 0


 (7)

и следовательно, при всех остальных требованиях, имеющихся в теореме 1, для вещест-
венности спектра следует требовать также и равномерную положительность оператора
(7).
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О БАЗИСНОСТИ СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ С КОМПЛЕКСНЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

З.А. Касумов
ИММ НАН Азербайджана

В работе рассматривается система экспонент с комплекснозначными коэффициен-
тами и при определенных условиях на коэффициенты доказывается базисность этой
системы в весовом пространстве Lp,ρ.

Рассмотрим следующую систему экспонент
{
A(t)eint;B(t)e−i(n+1)t

}
n>0

(1)

с комплексно-значными коэффициентами A(t) ≡ |A(t)| eiα(t), B(t) ≡ |B(t)| eiβ(t) на
сегменте [−π, π]. Базисным свойствам системы (1) посвящено много работ начиная с
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основопологающей работы Н. Винера и Р. Пэли [1]. В таком общем виде система (1)
была рассмотрена Б.Т. Билаловым [2] и им польностью изучены базисные свойства
этой системы в Lp ≡ Lp (π, π) , 1 6 p 6 +∞, (L∞ ≡ C [−π, π]) .

Базисные свойства подобных систем в весовых пространствах менее изучены. В
работе К.С. Казаряна, П.И. Лизоркина [3] найдено необходимое и достаточное усло-
вие на вес ρ(t) для базисности классической системы экспонент {eint}+∞

−∞ в весовом
пространстве Lp,ρ : (1 < p < +∞)

Lp,ρ ≡



f :

π∫

−π

|f(x)|p ρ(t)dt < +∞



 ,

с нормой

‖f‖p,ρ =




π∫

−π

|f(x)|p ρdt




1/p

.

Е.И. Моисеев [4,5] получил необходимое и достаточное условие на параметры α, β ∈
R (R-действительная ось) для базисности системы синусов {sin [(n+ α)t+ β]}n>1 в
Lp,ρ(0, π) и системы экспонент exp [i(n+ sign nα)t], n = 0,±1, . . . , когда вес ρ имеет
конкретный степенной вид.

В предлагаемой работе изучается базисность системы (1) в пространстве Lp,ρ, когда
вес ρ имеет вид:

ρ(t) ≡
l∏

i=1

{
sin

∣∣∣∣
t− τi

2

∣∣∣∣
}βi

,

где {τi} ⊂ (−π, π) , {βi} ⊂ R некоторые множества.
Предположим выполнение следующих условий:
1) |A(t)|±1 , |B(t)|±1 ∈ L∞;

2) α(t), β(t) кусочно-гельдеревы на [−π, π] и {si : −π < s1 < · · · < sr < π} множест-
во точек разрывов функции θ(t) ≡ α(t)− β(t);

3) Множества T ≡ {τi}l1 и S ≡ {si}r1 не пересекаются: T ∩ S = ∅.
Прежде чем сформулировать основной результат, отметим следующие тривиаль-

ные леммы. Пусть ν(t) некоторая весовая функция и µ = νp.
Лемма 1. Система {ν(t)xn(t)}n>1 ⊂ Lp минимальна в Lp только в том случае,

если {xn(t)}n>1 ⊂ Lp,µ минимальна в Lp,µ, причем соответствующие биортогональ-

ные системы {yn(t)}n>1 ⊂ Lq и {ỹn(t)} ⊂ Lq,µ связаны формулой ỹm = ν1−pym,
1
p
+ 1

q
=

1 (p ∈ (1,∞)) .

Лемма 2. Система {ν(t)xn(t)}n>1 ⊂ Lp образует базис в Lp только тогда, когда

система {xn(t)}n>1 образует базис в Lp,µ.

Эти леммы непосредственно доказываются исходя из определений биортогональ-
ности и базисности систем.

Учитывая эти леммы можем применить результаты работы [6] к базисности систе-
мы (1) в Lp,ρ. Итак, в соответствии с этой работой найдем нужные величины:

{
β±

i

}
:

β±
i = β−

i =
βi

p
, i = 1, l.
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Теорема.. Пусть выполнены следующие неравенства

−1 < βi <
p

q
, i = 1, l; −1

p
<
hk

2π
<

1

q
, k = 1, r; −2π

p
< θ(−π)− θ(π) <

2π

q
,

где hk = θ (sk + 0) − θ (sk − 0) – скачки функции θ(t) в точках sk, k = 1, r. Тогда

система (1) образует базис в Lp,ρ, причем если ∃n0 : βn0
> 0, то она не является

Бесселевой в L2,ρ и если ∃i0 : βi0 < 0 то не является Гильбертовой в L2,ρ.

Доказательство. Как следует из результатов работы [6], при выполнении всех
условий теоремы система экспонент с вырождающимися коэффициентами

{
ρ̃(t)A(t)eint; ρ̃(t)B(t)e−i(n+1)t

}
n>0

образует базис в Lp, где

ρ̃(t) ≡
l∏

i=1

{
sin

∣∣∣∣
t− τi

2

∣∣∣∣
}βi

p

.

Тогда по лемме 2 получаем базисность системы (1) в Lp. Рассмотрим случай, когда
p = 2. Пусть выполнены все условия теоремы при p = 2. Тогда относительно системы
(1) выполняются все условия теоремы 1 работы [2] в L2. По этой теореме она образует
базис Рисса в L2. Обозначим через

{
h+

n (t); h−n+1(t)
}

n>0
биортогональную к ней в L2

систему, т.е.
π∫

−π

A(t)einth+
m(t)dt = δnm,

π∫

−π

A(t)einth−m(t)dt = 0,

π∫

−π

B(t)einth+
m(t)dt = 0,

π∫

−π

B(t)e−inth−m(t)dt = δnm.

Совершенно очевидно, что тогда биортогональная к (1) в L2,ρ система
{
l+n (t); l−n+1

}
n>0

будет задаваться формулами:

l±n (t) ≡ h±n (t)

ρ(t)
.

Таким образом для ∀f ∈ L2,ρ биортогональные коэффициенты
{
f+

n ; f−
n+1

}
n>0

вычисля-
ются по формулам:

f±
n =

π∫

−π

f(t)l±n (t)ρ(t)dt =

π∫

−π

f(t)h±n (t)dt.

Если ∃n0 : βn0
> 0, то существует функция f ∈ L2,ρ, которая не принадлежит L2.

Тогда из базисности Рисса (1) в L2 следует, что
∑ |f+

n |2 + |f−
n |2 = +∞, т.е. система (1)

не является Бесселевой в L2,ρ.

А теперь, пусть ∃i0 : βi0 < 0. Тогда ∃f ∈ L2, которая не принадлежит L2,ρ. Пусть{
f+

n ; f−
n+1

}
n>0
⊂ l2 биортогональные коэффициенты функции f по системе (1) в L2.

Ясно, что не существует функция из L2,ρ, для которой
{
f+

n ; f−
n+1

}
n>0

являлалсь бы
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последовательностью биортогональных коэффициентов по системе (1) в L2,ρ. Это сле-
дует из того, что система (1) полна в L1 и L2,ρ ⊂ L1. Следовательно в этом случае
система (1) не является Гильбертовой в L2,ρ. Теорема доказана.

Из этой теоремы непосредственно следует следующее
Следствие. Если ρ(t) 6≡ 1, то система (1) не образует базис Рисса в L2,ρ.
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О РЕШЕНИЯХ ОДНОГО КЛАССА ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ

Т.Н. Можарова
Орловский государственный университет

Пусть H – банахово пространство и A : D(A)→ H,D(A) ⊂ H , – замкнутый линей-
ный неограниченный оператор; D(A) – инвариантно относительно оператора A. Если
характеристическая функция ϕ(t) оператора

ϕ(A)(x) ≡
∞∑

k=0

xkA
k(x), x ∈ D(A), {xk} ⊂ H, (1)

является целой векторнозначной со значениями в H и имеет порядок роста, не пре-
восходящий 1/β, а при порядке 1/β – тип меньший, чем β/(αe) (здесь α > 0 и β > 0 –
фиксированные числа), то оператор ϕ(A) определен и является линейным и непрерыв-
ным на некотором подпространстве Hβ

α пространства H [2]. Этот результат справедлив
и для скалярной характеристической функци ϕ(t).

Пусть

f(λ) =

∞∑

k=0

xkλ
k, {xk} ⊂ H, ∀ λ ∈ C (2)

– целая собственная вектор-функция оператора A, имеющая порядок роста ρ 6= 0,∞
и тип σ. Векторы f(λj) ∈ Hβ

α , ∀ α, β > 0. Здесь {λj}, j = 1, 2, . . . – нули характеристи-
ческой функции оператора ϕ:

ϕ(t) =

∞∑

k=0

ckt
k, ck ∈ C. (3)
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Можно показать [3], что если λj – нули ϕ(t) соответственно кратности mj ,
j = 1, 2, . . . , то векторы f (k)(λj), k = 0, 1, . . . , mj − 1, являются частными решения-
ми уравнения

ϕ(A)(x) = 0. (4)

Для доказательства теорем, показывающих, что каждое решение уравнения (4) ап-
проксимируется (в определенных условиях) посредством указанных выше элементар-
ных решений, проведен ряд вспомогательных построений.

Пусть функция

ψϕ(λ, t) =
ϕ(λ)− ϕ(t)

λ− t , (5)

где ϕ ∈ [1/β, β/(αe)); t – фиксированный комплексный параметр. Следовательно,
ψϕ(λ, t), как функция λ, – целая, причем ψϕ(λ, t) ∈ [1/β, β/(αe)). При фиксирован-
ном t такая функция определяет на Hβ

α линейный непрерывный оператор

ψϕ[A, t0](x) =

∞∑

k=1

ck[A
k−1(x) + t0A

k−2(x) + · · ·+ tk−1
0 x], t0 ∈ C. (6)

Ряд (6) абсолютно сходится по норме в H для всех x ∈ Hβ
α .

На основании свойств интерполирующей функции ψϕ[A, t](x) [1] доказана [2]
Теорема 1. Для любого вектора x ∈ Hβ

α и любой функции ϕ ∈ [1/β, β/(αe)) спра-

ведлива формула

x =
1

2πi

∫

|t|=r

ψϕ[A, t](x)

ϕ(t)
dt+Rr(A)(x), (7)

где Rr(λ) ∈ [1/β, β/(αe)) и для |λ| < r определяется как

Rr(λ) =
ϕ(λ)

2πi

∫

|t|=r

dt

(t− λ)ϕ(t)
. (8)

(Здесь r > 0 – любое, но такое, что окружность |t| = r не проходит через нули функции
ϕ(t).)

В этих же обозначениях справедлива
Лемма. Пусть ϕ – фиксированная целая функция, ϕ ∈ [1/β, β/(αe)). Тогда для лю-

бого x ∈ Hβ
α , являющегося решением уравнения ϕ(A)(x) = 0, имеет место следующее

равенство:
1

2πi

∫

|t|=r

ψϕ[A, t](x)

ϕ(t)
dt =

1

2πi

∫

|t|=r

l0{ψϕ[A, t](x)}f(t)

ϕ(t)
dt, (9)

где f(t) – собственная вектор-функция оператора A; l0 – линейный непрерывный

функционал, участвующий в определении f(t).

Исходя из теоремы 1 и с привлечением леммы, доказано следующее утверждение,
описывающее условия аппроксимации каждого решения уравнения (4) посредством
системы {f (k)(λj)} его элементарных решений.
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Теорема 2. Пусть целая функция ϕ ∈ [1/β, β/(αe)) удовлетворяет условию: су-

ществуют окружности |t| = rk, rk ↑ ∞, на которых имеет место оценка

|ϕ(t)| > Mk,
rk

Mk
→ 0, k →∞. (10)

Тогда каждое решение x ∈ Hβ
α уравнения (4) представляется в виде

x = lim
rk→∞

∑

|λj |<rk

mj−1∑

ν=0

djνf
(ν)(λj), (11)

где λj – нули функции ϕ(t), mj – кратность нуля λj , j = 1, 2, . . . .

Доказательство. В формуле (7) в качестве контура интегрирования возьмем
окружность |t| = rk, не проходящую через нули функции ϕ(t), так как по условию
|ϕ(t)| > Mk. Тогда имеем:

x− 1

2πi

∫

|t|=rk

ψϕ[A, t](x)

ϕ(t)
dt = Rk(A)(x).

По лемме получаем:

x− 1

2πi

∫

|t|=rk

l0{ψϕ[A, t](x)}f(t)

ϕ(t)
dt = Rk(A)(x). (12)

Для доказательства теоремы требуется оценить остаточный член формулы (12) и по-
казать, что в условиях теоремы он стремится к нулю при k →∞.

Для этого, оценивая функцию Rk(λ), получаем:

|Rk(λ)| 6 C(ε)
e(σ1+ε)|λ|1/β

rk

Mk
, ∀ λ ∈ C, ∀ ε > 0,

где σ1 – тип функции ϕ(t) при порядке роста 1/β. Следовательно, ее тейлоровские
коэффициенты имеют оценку:

|B(k)
m | 6 C(ε)

rk

Mk

[
(σ1 + ε)e

βm

]βm

, ∀ ε > 0.

Отсюда

‖B(k)
m Am(x)‖ 6 C(ε)

[
(σ1 + ε)e

βm

]βm
rk

Mk

‖Am(x)‖ 6 C(ε)

[
(σ1 + ε)e

βm

]βm
rk

Mk

(εpm)βm‖x‖p ,

∃ εp <
β

(σ1 + δ)e
, ∀δ > 0, m > m0(ε, δ), 0 < ε < δ,

x ∈ Hβ
α – решение уравнения ϕ(A)(x) = 0.

Следовательно, ряд
∞∑

m=0

B
(k)
m Am(x), определяющий оператор Rk(A)(x) сходится аб-

солютно по топологии пространства H , причем

‖Rk(A)(x)‖ 6 Cp
rk

Mk
‖x‖p,
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где Cp > 0, x – любое решение уравнения ϕ(A)(x) = 0 из Hβ
α . Теорема доказана.

Отметим основные частные случаи данной теоремы.
Пусть H – полное, счетно-нормированное пространство; A – линейный непрерыв-

ный оператор, действующий на H и имеющий порядок β 6= 0,∞ и тип α. f(λ) – целая
собственная вектор-функция оператора A, имеющая порядок роста ρ = 1/β и тип
σ = β/(αe).

В этих условиях из теоремы 2 следует
Теорема 3. A – линейный оператор, действующий в полном, счетно-нормирован-

ном пространстве H, имеющий конечный порядок β > 0 и тип α. И пусть f(λ) –

целая собственная вектор-функция оператора A, имеющая порядок роста ρ = 1/β и

тип σ = β/(αe). Если характеристическая функция ϕ ∈ [1/β, β/(αe)) удовлетворяет

условию: существуют окружности |t| = rk, rk ↑ ∞, на которых выполняется оценка

|ϕ(t)| > Mk,
rk

Mk

→ 0, k →∞,

то каждое решение x ∈ H уравнения

ϕ(A)(x) = 0

представляется (в топологии пространства H) в виде

x = lim
rk→∞

∑

|λj |<rk

mj−1∑

ν=0

djνf
(ν)(λj),

где {λj} – нули функции ϕ(t), mj – кратность соответствующего нуля.

Отдельно рассмотрим случай, когда функция ϕ(t) имеет только простые нули.
Теорема 4. Пусть целая функция ϕ ∈ [1/β, β/(αe)) имеет нули λj, и все они

простые. Если выполняется условие (10), то каждое решение x ∈ H уравнения

ϕ(A)(x) = 0 представляется рядом

x =
∞∑

j=1

djf(λj),

причем к x сходится или сам ряд, или подпоследовательность его частичных сумм.

В частности, если H = H(C), A = d/dz (β = 1, α = 0) и f(λ) = eλz – собственная
вектор-функция оператора дифференцирования, целая, имеющая порядок роста ρ =

1 и тип σ = ∞ при всех конечных p−типах роста σp, то справедливо следующее
утверждение.

Теорема 5. Пусть целая функция ϕ ∈ [1,∞) имеет нули λj и удовлетворяет

условию (10). Тогда каждое решение F ∈ H(C) уравнения

ϕ

(
d

dz

)
(F ) = 0

представляется рядом

x =

∞∑

j=1

mj−1∑

ν=0

djνz
νeλjz,
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где mj – кратность соответствующего нуля λj, или

x =

∞∑

j=1

dje
λjz,

если все нули λj – простые. Причем в каждом случае к x сходится или сам ряд, или
подпоследовательность его частичных сумм.
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ОБОБЩЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ ПРОСТРАНСТВА,
СОПРЯЖЕННОГО К ПРОСТРАНСТВУ БЫСТРО УБЫВАЮЩИХ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

С.В. Панюшкин
Орловский государственный университет

Для решения разнообразных задач функционального анализа часто применяется
преобразование Фурье сопряженного пространства и его обобщения. Пусть H – отдели-
мое локально выпуклое пространство функций аргумента z. Оператор T, действующий
на сильно сопряженном к H пространстве по правилу:

T (l) = l(eλz) = ϕ(λ), ∀l ∈ H∗,

называется преобразованием Фурье пространства H∗. В литературе употребляются
также и другие названия оператора H∗: преобразование Фурье-Лапласа, преобразо-
вание Лапласа, преобразование Фурье-Бореля. Образом преобразования Фурье часто
является некоторое пространство целых функций Λ. Как правило, оно обладает до-
статочно «хорошими» свойствами, позволяющими изучать пространства H и H∗.

В данной работе рассматривается обобщение преобразования Фурье и описывается
образ пространства, сопряженного к пространству быстро убывающих последователь-
ностей.

Пусть H – локально выпуклое отделимое линейное топологическое пространство,

топология которого определена мультинормой
{
‖.‖p

}
, p ∈ P и H∗ – сопряженное к

нему (пространство всех линейных непрерывных комплекснозначных функционалов
на H).
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Пусть f : C → H – фиксированная аналитическая в некоторой области G вектор-
функция. Оператор

T : H∗ → Λ; H∗ ∋ l → T (l) = l[f(λ)] = ϕ(λ)

назовем обобщенным преобразованием Фурье с ядром f. Здесь Λ – множество значений
оператора T : Λ = {ϕ = T (l) ; ∀ l ∈ H∗} .

Значениями обобщенного преобразования Фурье являются скалярные функции,
аналитические в G.

Рассмотрим семейство нормированных пространств целых функций

ΛN
p = {ϕ(λ) : |ϕ(λ)| 6 CNp(|λ|)} , p ∈ P

с нормами

‖ϕ‖ = sup
r>0





max
|λ|6r
|ϕ(λ)|

Np(r)



 ,

и определим пространство ΛN = lim ind
p

ΛN
p

В работе [1] автора доказана следующая теорема:

Теорема 1. Пусть H – пространство Фреше и {xn} ⊂ H – базис, по которому

каждый вектор x ∈ H разлагается в ряд с коэффициентами {cn(x)} . Пусть

∀p ∈ P, ∀x ∈ H,
∞∑

n=0

|cn(x)| ap,n < +∞, (1)

где

ap,n = inf
r>0

Np(r)

rn
.

Пусть также функции Np(r) удовлетворяют условию:

∀p > 1, lim
r→∞

(Np+1(r)−Np(r)) = +∞. (2)

Тогда Λ совпадает с ΛN , то есть оператор T осуществляет топологический изо-

морфизм пространств H∗ и ΛN .

Возьмем в качестве H пространство Σ ∋ {bk} – пространство числовых последова-
тельностей, удовлетворяющих условию:

‖{bk}‖p =
∞∑

k=0

(k + 1)p |bk| < +∞, ∀p (3)

(пространство быстро убывающих последовательностей).
Топология пространства Σ определяется мультинормой ‖·‖p . Известно, что оно яв-

ляется пространством Фреше (см. [2]).
Определим целую векторнозначную функцию f(λ) со значениями в Σ следующим

образом:

f(λ) =

∞∑

n=0

en

n!
λn,
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где en – единичные векторы: en = {0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0} – единица в n-ой позиции. Сис-
тема векторов {en} является абсолютным базисом в Σ (см. [2]), значит, и

{
en

n!

}
также

является абсолютным базисом в Σ. Элемент x = {bk} ∈ Σ разлагается по нему с
коэффициентами ck(x) = bkk!.

Выясним, что представляет собой образ пространства Σ∗ при обобщенном преоб-
разовании Фурье с ядром f(λ).

Непосредственным подсчетом находим: ‖en‖p = (n + 1)p, тогда

Np(r) =

∞∑

n=0

(n+ 1)p

n!
rn.

Установим вид функций Np(r). Прежде всего отметим, что они удовлетворяют ре-
куррентному соотношению:

(rNp(r))
′ =

∞∑

n=0

(n + 1)p

n!

(
rn+1

)′
=

∞∑

n=0

(n+ 1)p+1

n!
rn = Np+1(r).

Покажем по индукции, что Np(r) = Qp(r)e
r, где Qp(r) – многочлен p-й степени.

Очевидно, что N0(r) = er. Пусть Np(r) = Qp(r)e
r, тогда

Np+1(r) = (rNp(r))
′ = (rQp(r)e

r)′ = Qp(r)e
r + rQ′

p(r)e
r + rQp(r)e

r = Qp+1(r)e
r,

где Qp+1(r) = (r + 1)Qp(r) + rQ′
p(r).

Из вышеприведенных равенств также следует, что старший коэффициент много-
члена Qp+1(r) равен старшему коэффициенту многочлена Qp(r). Так как N0(r) = er,

то старшие коэффиценты всех многоленов Qp(r) равны 1.
Проверим выполнение условия (1). Зафиксируем произвольное p и оценим ряд

∞∑

n=0

|cn(x)| ap,n =

∞∑

n=0

|bn|n!ap,n, ∀x ∈ Σ. (4)

где числа ap,n по определению равны:

ap,n = inf
r>0

Np(r)

rn
= inf

r>0

Qp(r)e
r

rn
.

Так как старший коэффициент многочлена Qp(r) равен 1, то для достаточно боль-
ших r (начиная с некоторого rp) будет выполняться Qp(r) < 2rp (rp – наибольший
неотрицательный корень уравнения Qp(r) = 2rp, или 0, если это уравнение не имеет
корней).

Тогда

ap,n = inf
r>0

Qp(r)e
r

rn
6 inf

r>rp

Qp(r)e
r

rn
6 inf

r>rp

2rper

rn
= 2 inf

r>rp

rp−ner.

Вычислим inf
r>0

rp−ner при n > p. При r → 0 и r →∞ выражение rp−ner стремится к

бесконечности, поэтому наименьшее значение достигается в нуле его производной:

(
rp−ner

)′
= 0⇒ r = n− p.
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Таким образом, наименьшее значение достигается при r = n − p, и оно равно(
e

n−p

)n−p

. Тогда при n > rp + p справедливо

ap,n 6 2 inf
r>rp

rp−ner = 2 inf
r>0

rp−ner = 2

(
e

n− p

)n−p

.

Так как по формуле Стирлинга

(n− p)! ∼
√

2π(n− p)
(
n− p
e

)n−p

,

то ∃C, такое, что

(n− p)! 6 C(n− p)
(
n− p
e

)n−p

или C
n− p

(n− p)! >

(
e

n− p

)n−p

, ∀n > rp + p,

|bn|n!ap,n 6 2 |bn|n!

(
e

n− p

)n−p

6 2 |bn|n!C
n− p

(n− p)! 6

6 2C |bn| (n− p)(n− p+ 1) . . . n︸ ︷︷ ︸
p+1

6 2C |bn|np+1 6 2C |bn| (n+ 1)p+1.

Ряд
∞∑

n=0

2C |bn| (n+ 1)p+1

сходится согласно условию (3), следовательно, сходится и ряд (4), члены которого с
номерами, большими rp + p, не превосходят соответствующих членов данного ряда.
Таким образом, условие (1) выполняется, и по теореме 1 обобщенное преобразование
Фурье взаимно однозначно и взаимно непрерывно переводит пространство Σ∗ в прост-
ранство целых функций ΛΣ = lim ind

p→∞
ΛN

p , где

ΛN
p =

{
ϕ(λ) : |ϕ(λ)| 6 C0Qp(|λ|)e|λ|

}
,

с нормой

‖ϕ‖ = sup
r>0





max
|λ|6r
|ϕ(λ)|

Qp(r)er



 .
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О ПОЛНОТЕ И МИНИМАЛЬНОСТИ НЕКОТОРОЙ
СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ

В.Ф. Салманов
ИMM НAН Азербайджана

Описано сопряженное пространство к весовому пространству кусочно-непрерывных
функций и получены необходимые и достаточные условия полноты и минимальности
некоторой системы в этом пространстве.

1. Весовое пространство кусочно-непрерывных функций. Обозначим через
KC[−π, π] – банахово пространство с sup−нормой кусочно-непрерывных функций на
отрезке [−π, π], которые могут иметь разрыв первого рода в точке нуль. Для опреде-
ленности предположим, что f(0) = f(0 + 0).

Пусть
KCρ(Γ) = {f : ∃f ρ ∈ KC[−π, π], f · ρ = f ρ|Γ} ,

где Γ = (−π, 0) ∪ (0, π) , f |Γ – сужение функции f на Γ, ρ(t) = |eit − 1|ν1 |eit + 1|ν2 ,

0 < νi < 1, i = 1, 2.

Легко заметить, что
‖f‖ρ = sup

t∈Γ
|f(t) · ρ(t)|

является нормой в KCρ(Γ).
Функцию f ρ(t) будем называть «образом» функции f ∈ KCρ(Γ) в пространстве

KC[−π, π], а функцию f(t) «прообразом» функции f ρ(t) в пространствеKCρ(Γ). «Про-
образ» функции g ∈ KC[−π, π] будем обозначать через gρ(t). Очевидно, что «образ»
и «прообраз» определяются однозначно и

‖f‖ρ = ‖f ρ‖C , ‖g‖C = ‖gρ‖ρ , (f ρ)ρ = f, (gρ)
ρ = g.

Легко доказывается следующая
Теорема 1. KCρ(Γ) является банаховым пространством относительно нормы

‖·‖ρ.
2. Общий вид линейных функционалов в KCρ(Γ). Пусть V [a, b] – пространст-

во функций ограниченной вариации на [a, b].

Теорема 2. Всякий линейный ограниченный функционал L на KCρ(Γ) представим

в виде

L(f) =

0∫

−π

f ρ(t)dΦ1(t) +

π∫

0

f ρ(t)dΦ2(t),

где Φ1 ∈ V [−π, 0] ,Φ2 ∈ V [0, π].

Доказательство. Пусть L ∈ (KCρ(Γ))∗ . Определим функционал Lρ следующим
образом Lρ(g) = L (gρ), где gρ−«прообраз» функции g ∈ KC[−π, π]. Очевидно, что
Lρ определяется однозначно и действует линейно. Действительно, если gi ∈ KC[−π, π],

i = 1, 2, то

Lρ (λ1g1 + λ2g2) = L
[
(λ1g1 + λ2g2)ρ

]
= L

[
λ1 (g1)ρ + λ2 (g2)ρ

]
=
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= L [λ1(g1)ρ] + L [λ2(g2)ρ] = λ1Lρ(g1) + λ2Lρ(g2).

Так как
|Lρ(g)| = |L(gρ)| ≤ ‖L‖ ‖gρ‖ρ = ‖L‖ ‖g‖C ,

то Lρ – линейный непрерывный функционал на KC[−π, π], т.е. Lρ ∈ (KC[−π, π])∗.
Очевидно, что KC[−π, π] изометрично-изоморфно декартовому произведению

C[−π, 0]×C[0, π]. Известно, что сопряженное пространство декартовых произведений
Банаховых пространств есть декартовое произведение соответствующих сопряженных
пространств [1, стр. 209], т.е.

(KC[−π, π])∗ = (C[−π, 0])∗ × (C[0, π])∗ .

По теореме Ф.Рисса (C[a, b])∗ = V [a, b]. Поэтому

(KC[−π, π])∗ = V [−π, 0]× V [0, π].

Тогда существуют такие Φ1 ∈ V [−π, 0] ,Φ2 ∈ V [0, π], что

Lρ(g) =

0∫

−π

g(t)dΦ1(t) +

π∫

0

g(t)dΦ2(t).

Теорема доказана.
3. Минимальность «двойной» системы. Рассмотрим систему

{
x+

n (t), x−n (t)
}∞

n=0,k=1
, (1)

где x+
n (t) и x−n (t) принадлежат пространству KC[−π, π].

Биортогональную систему в KC[−π, π] к системе (1) обозначим через{
ω+

n (t);ω−
k (t)

}∞
n=0,k=1

:

0∫

−π

x+
n (t)dω+

1,m(t) +

π∫

0

x+
n (t)dω+

2,m(t) = δnm, n ≥ 0, m ≥ 0,

0∫

−π

x+
n (t)dω−

1,m(t) +

π∫

0

x+
n (t)dω−

2,m(t) = 0, n ≥ 0, m ≥ 1,

0∫

−π

x−n (t)dω+
1,m(t) +

π∫

0

x−n (t)dω+
2,m(t) = 0, n ≥ 1, m ≥ 0,

0∫

−π

x−n (t)dω−
1,m(t) +

π∫

0

x−n (t)dω−
2,m(t) = δnm, n ≥ 1, m ≥ 1,





(2)

где ω±
i,n = ω±

n |Γi
, Γ1 = (−π, 0), Γ2 = (0, π).

Теорема 3. Пусть система (1) минимальна в KC[−π, π]. Если существуют ин-

тегралы
0∫

−π

ρ−1(τ)dω±
1,n(τ),

π∫

0

ρ−1(τ)dω±
2,n(τ),
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то система (1) будеть минимальной в KCρ (Γ), и биортогональная система

{λ+
n (t);λ−n (t)}∞n=0,k=1 ⊂ (KCρ (Γ))∗ будет иметь вид

λ±1,n(t) =

t∫

−π

ρ−1(τ)dω±
1,n(τ), t ∈ [−π, 0] , λ±2,n(t) =

t∫

0

ρ−1(τ)dω±
2,n(τ), t ∈ [0, π] ,

где λ±i,n = λ±n |Γi
, i = 1, 2.

Доказательство. Ясно, что ω±
1,n ∈ V [−π, 0] , ω±

2,n ∈ V [0, π]. По правилу замены
переменных, имеем:

0∫

−π

x±n (t)ρ(t)dλ±1,m(t) =

0∫

−π

x±n (t)ρ(t)ρ−1(t)dω±
1,m(t) =

0∫

−π

x±n (t)dω±
1,m(t),

π∫

0

x±n (t)ρ(t)dλ±2,m(t) =

π∫

0

x±n (t)ρ(t)ρ−1(t)dω±
1,m(t) =

π∫

0

x±n (t)dω±
1,m(t).

Отсюда, следуя (2), получаем:

0∫

−π

x+
n (t)ρ(t)dλ+

1,m(t) +

π∫

0

x+
n (t)ρ(t)dλ+

2,m(t) = δnm, n ≥ 0, m ≥ 0,

0∫

−π

x+
n (t)ρ(t)dλ−1,m(t) +

π∫

0

x+
n (t)ρ(t)dλ−2,m(t) = 0, n ≥ 0, m ≥ 1,

0∫

−π

x−n (t)ρ(t)dλ+
1,m(t) +

π∫

0

x−n (t)ρ(t)dλ+
2,m(t) = 0, n ≥ 1, m ≥ 0,

0∫

−π

x−n (t)ρ(t)dλ−1,m(t) +

π∫

0

x−n (t)ρ(t)dλ−2,m(t) = δnm, n ≥ 1, m ≥ 1.

Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть система (1) минимальна в KCρ (Γ). Если существуют интег-

ралы
0∫

−π

ρ(t)dλ±1,n(t),

π∫

0

ρ(t)dλ±2,n(t),

то эта система минимальна в KC[−π, π], и биортогональная к ней система имеет

вид:

ω±
1,n(t) =

t∫

−π

ρ(τ)dλ±1,n(τ), t ∈ [−π, 0] , ω±
2,n(t) =

t∫

0

ρ(τ)dλ±2,n(τ), t ∈ [0, π] .
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Доказательство. Очевидно, что

0∫

−π

x±n (t)dω±
1,n(t) =

0∫

−π

x±n (t)ρ(t)dλ±1,n(t),

π∫

0

x±n (t)dω±
2,n(t) =

π∫

0

x±n (t)ρ(t)dλ±2,n(t).

Далее, по схеме доказательства теоремы 3 получаем требуемое.

4. Полнота «двойной» системы. Обозначим через
◦
KCρ(Γ) = {f : f ∈ KCρ(Γ),

f ρ(−π) = f ρ(0) = f ρ(π) = 0}.
Теорема 5. Пусть система (1) полна в KC[−π, π]. Тогда замыкание этой систе-

мы в KCρ(Γ) есть
◦
KCρ(Γ).

Доказательство. Пусть для некоторых Φ1(t) ∈ V [−π, 0], Φ2 ∈ V [0, π]

0∫

−π

x±n (t)ρ(t)dΦ1(t) +

π∫

0

x±n (t)ρ(t)dΦ2(t) = 0, ∀n.

Рассмотрим следующие функции:

ϕ1(t) =

t∫

−π

ρ(τ)dΦ1(τ), t ∈ [−π, 0], ϕ2(t) =

t∫

0

ρ(τ)dΦ2(τ), t ∈ [0, π].

По правилу замены переменных имеем:

0∫

−π

x±n (t)dϕ1(t) =

0∫

−π

x±n (t)ρ(t)dΦ1(t),

π∫

0

x±n (t)dϕ2(t) =

π∫

0

x±n (t)ρ(t)dΦ2(t),

т.е.
0∫

−π

x±n (t)dϕ1(t) +

π∫

0

x±n (t)dϕ2(t) = 0.

Так как система (1) полна в KC [−π, π], то

ϕ1(t) = const, t ∈ [−π, 0] , ϕ2(t) = const, t ∈ [0, π] .

Значит,

t∫

−π

ρ(τ)dΦ1(τ) = const, ∀t ∈ [−π, 0],

t∫

0

ρ(τ)dΦ2(τ) = const, ∀t ∈ [0, π].

Следовательно,
t∫

α

ρ(τ)dΦ1(τ) = 0, ∀α, t ∈ (−π, 0).
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Интегрируя по частям, получаем:

ρ(τ)Φ1(t)− ρ(α)Φ1(α)−
t∫

α

Φ1(τ)ρ′(τ)dτ = 0.

Отсюда следует, что функция y1(t) = ρ(τ)Φ1(t) абсолютно непрерывна на [α, t] .

Дифференцируя по t последнее равенство получаем:

y′1(t)−
ρ′(t)

ρ(t)
y1(t) = 0, t ∈ (0 , π) .

Общим решением этого уравнения является y1(t) = Cρ(τ). Значит, Φ1(t) ≡ const,

t ∈ (0 , π).
Аналогично получаем Φ2(t) ≡ const, t ∈ (0 , π).
Таким образом, функции

Φ1(t) =





C1, t = −π,
C2, t ∈ (−π, 0) ,

C3, t = 0,

Φ2(t) =





C4, t = 0,

C5, t ∈ (0, π) ,

C6, t = π,

являются аннуляторами системы (1), где Ci – произвольные постоянные.
Функция f(t) принадлежит замыканию линейной оболочки системы (1), тогда и

только тогда, когда

0∫

−π

f(t)ρ(t)dΦ1(t) +

π∫

0

f(t)ρ(t)dΦ2(t) = 0, (3)

где Φ1(t) и Φ2(t) аннуляторы системы (1). Из (3) непосредственно получаем

f ρ(−π)(C2 − C1) + f ρ(0) (C3 − C2 + C5 − C4) + f ρ(π) (C6 − C5) = 0.

Из произвольности Ci следует, что

f ρ(−π) = f ρ(0) = f ρ(π) = 0.

Теорема доказана.
Автор выражает глубокую благодарность Б.Т. Билалову за постоянное внимание

к работе и обсуждение полученных результатов.
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Алгебра, топология и геометрия

О ПОДПРОСТРАНСТВАХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ СЕПАРАБЕЛЬНЫХ
ПРОСТРАНСТВ

Д.П. Батуров
Орловский государственный университет, 302026, Орел, ул. Комсомольская, 95

В этой заметке рассматриваются нормальные всюду плотные подпространства про-
изведений сепарабельных тихоновских пространств. Напомним, что топологическое
пространство X называется нормальным если X является T1-пространством (т. е. для
любой точки x ∈ X множество {x} замкнуто в X) и для любых замкнутых непересе-
кающихся множеств F1, F2 ⊂ X существуют открытые непересекающиеся множества
U1, U2 ⊂ X такие, что F1 ⊂ U1, F2 ⊂ U2 [1].

Известная теорема Джоунса [2] (см. также [1, Пример 2.1.10]) утверждает, что ес-
ли X – сепарабельное нормальное пространство, то в X нет замкнутых дискретных
подпространств мощности 2ω0. Несложная модификация доказательства этой теоремы
позволяет получить следующую формулировку: если X – сепарабельное пространство,
Y – нормальное всюду плотное подпространство X, τ – кардинал и 2ω0 < 2τ , то в Y
нет замкнутых дискретных подпространств мощности τ .

Основным результатом этой заметки является следующая теорема, которая обоб-
щает теорему, сформулированную выше.

Теорема 1. Пусть {Xa : a ∈ A} – семейство сепарабельных тихоновских прост-

ранств, τ – кардинал, 2ω0 < 2τ , |A|ω0 < 2τ , Y – нормальное всюду плотное подпрост-

ранство произведения
∏{Xa : a ∈ A}. Тогда Y не содержит замкнутых дискретных

подпространств мощности τ .

Доказательство. Для любого не более чем счетного S ⊂ A произведение
∏{Xa :

a ∈ S} сепарабельно [1, Теорема 2.3.15]. Зафиксируем счетное всюду плотное множест-
во DS = {dS

1 , d
S
2 , . . .} в

∏{Xa : a ∈ S}.
Пусть F – замкнутое дискретное подпространство Y , |F | = τ . Для любого B ⊂ F

в силу нормальности Y существуют открытые непересекающиеся множества UB и VB

в Y такие, что B ⊂ UB, F \ B ⊂ VB. Найдутся открытые множества ŨB и ṼB в∏{Xa : a ∈ A} такие, что UB = Y ∩ ŨB, VB = Y ∩ ṼB, причем, так как Y всюду плотно
в
∏{Xa : a ∈ A}, множества ŨB и ṼB также не пересекаются.

Выберем максимальное семейство γB непустых попарно непересекающихся базис-
ных открытых множеств, лежащих в ŨB и максимальное семейство ξB непустых по-
парно непересекающихся базисных открытых множеств, лежащих в ṼB. Поскольку∏{Xa : a ∈ A} обладает свойством Суслина [1, Задача 2.7.10(d)], γB и ξB не более
чем счетны, поэтому существует не более чем счетное SB ⊂ A такое, что pSB

(
⋃
γB) и

pSB
(
⋃
ξB) открыты в

∏{Xa : a ∈ SB} и p−1
SB

(
pSB

(
⋃
γB)
)

=
⋃
γB, p−1

SB

(
pSB

(
⋃
ξB)
)

=
⋃
ξB

(здесь pSB
– проектирование

∏{Xa : a ∈ A} на
∏{Xa : a ∈ SB}). Обозначим MB =

{i ∈ N : dSB
i ∈ pSB

(
⋃
γB)}.
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Отображение, ставящее в соответствие каждому B ⊂ F упорядоченную пару〈
SB,MB

〉
, инъективно. В самом деле, пусть B1, B2 ⊂ F , B1 \B2 6= ∅ и SB1

= SB2
= S.

Тогда B1\B2 ⊂ ŨB1
∩ ṼB2

6= ∅ и, так как
⋃
γB1

открыто и всюду плотно в ŨB1
,
⋃
ξB2

от-
крыто и всюду плотно в ṼB2

,
⋃
γB1
∩⋃ ξB2

6= ∅, поэтому pS(
⋃
γB1

)∩pS(
⋃
ξB2

) – непустое
открытое множество в

∏{Xa : a ∈ A}. Для некоторого i ∈ N dS
i ∈ pS(

⋃
γB1

)∩pS(
⋃
ξB2

),
тогда dS

i /∈ pS(
⋃
γB2

) (pS(
⋃
γB2

) и pS(
⋃
ξB2

) не пересекаются), т. е. i ∈MB1
и i /∈MB2

.
Итак, мы получили инъективное отображение семейства всех подмножеств мно-

жества F в множество пар
〈
S,M

〉
, где S – не более чем счетное подмножество множест-

ва A, M – подмножество натурального ряда, что противоречит условиям |A|ω0 < 2τ ,
2ω0 < 2τ .

Рассмотрим теперь условие λω0 < 2τ (λ и τ – кардиналы).

Лемма 1. Пусть 2ω0 6 λ и cf(λ) > ω0. Тогда λω0 = λ.

Доказательство. По индукции. Пусть µω0 = µ для любого кардинала µ такого,
что 2ω0 6 µ < λ и cf(µ) > ω0. Так как cf(λ) > ω0, получаем:

λω0 =
∑{

|α|ω0 : α – ординал, α < λ
}

6

6 λ · sup
{
µω0 : µ – изолированный кардинал, µ < λ

}
= λ

(последнее равенство получаем по индуктивному предположению).
Следствие 1. Пусть 2ω0 6 λ < 2τ и выполняется хотя бы одно из следующих

условий: а) cf(λ) > ω0; б) λ+ < 2τ . Тогда λω0 < 2τ .

Доказательство. В случае (а) по лемме 2.1 λω0 = λ < 2τ . В случае (б) λω0 6

(λ+)ω0 = λ+ < 2τ .
Утверждение 1. Пусть 2ω0 6 λ < 2τ . Тогда λω0 = 2τ если и только если cf(λ) = ω0

и λ+ = 2τ .

Доказательство. Если cf(λ) = ω0, то существуют кардиналы
µ1 < µ2 < . . . < λ такие, что λ =

∑
n∈ω0

µn, применяя теорему Кёнига [3, Теорема

3.3.4], получаем:

λω0 >

∞∏

n=2

µn >
∞∑

n=1

µn = λ.

Напомним, что топологическое пространство X называется коллективно нормаль-
ным если X является T1-пространством и для любого дискретного семейства {Fa :

a ∈ A} замкнутых подмножеств в X существует семейство {Ua : a ∈ A} попарно
непересекающихся открытых подмножеств в X такое, что Fa ⊂ Ua для любого a ∈ A
[1, Теорема 5.1.17]. Если пространство X нормально и не содержит несчетных замкну-
тых дискретных подпространств, то всякое дискретное семейство непустых замкнутых
подмножеств X не более чем счетно, поэтому X будет коллективно нормальным. При-
меняя теорему 1, в предположении 2ω0 < 2ω1 получаем

Следствие 2. Предположим 2ω0 < 2ω1. Пусть {Xa : a ∈ A} – семейство сепа-

рабельных тихоновских пространств, |A|ω0 < 2ω1, Y – нормальное всюду плотное

подпространство произведения
∏{Xa : a ∈ A}. Тогда Y коллективно нормально.

Применяя результаты пункта 2, получаем обобщение следствия 2.3 из [5] и Теоремы
1.5.21 из [4]:
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Следствие 3. Предположим 2ω0 < 2ω1. Пусть {Xa : a ∈ A} – семейство сепа-
рабельных тихоновских пространств, |A| < 2ω1, cf(|A|) > ω0, Y – нормальное всюду
плотное подпространство произведения

∏{Xa : a ∈ A}. Тогда Y коллективно нор-
мально.
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ВЗАИМОСВЯЗЬ ОСНОВНЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ СТРУКТУР

Е.М. Вечтомов
Вятский государственный гуманитарный университет

610002, Киров, ул. Красноармейская, 26, vecht@mail.ru

Существует тесная взаимосвязь трех типов фундаментальных математических
структур (по Бурбаки): алгебраического, порядкового и топологического. К ним мож-
но добавить пространства с мерой и графы. Рассмотрим такие связи, главным обра-
зом, для конечных объектов. Пусть X – топологическое пространство с топологией
τ . Относительно отношения включения топология представляет собой полную дист-
рибутивную решетку. Определим на топологическом пространстве X отношение ква-
зипорядка ρ: xρy означает [x] ⊆ [y] для любых x, y ∈ X, где [x] – замыкание в X

одноточечного множества {x}. Бинарное отношение ρ на X рефлексивно и транзи-
тивно, т. е. является квазипорядком. Имеем [x] = {z ∈ X : zρx} при любом x ∈ X.
Обратно, возьмем квазиупорядоченное множество < X, ρ >. Подмножество Y в X на-
зывается его ρ-идеалом (ρ-фильтром), если x ∈ X, y ∈ Y и xρy (yρx) влекут x ∈ Y .
Множество J всех ρ-идеалов и множество F всех ρ-фильтров в X служат топологи-
ями на X, превращающими X в дуальные симметрические пространства. Топологи-
ческое пространство назовем симметрическим, если всевозможные пересечения его
открытых множеств также открыты. Напомним, что топологическое пространство X
называется T0-пространством, если для любых двух его различных точек найдется
открытое множество в X, содержащее ровно одну их этих точек, что равносильно
соотношению: [x] = [y] влечет x = y для любых x, y ∈ X.

Теорема 1. (П.С. Александров, 1935 г.; см. [4, теоремы 56 и 57]). На любом мно-

жестве X существует взаимно однозначное соответствие между симметричес-

кими топологиями и квазипорядками, задаваемое отображениями ρ и J . При этом

симметрическим T0-пространствам < X, τ >, отвечают упорядоченные множества

< X,6>.
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Рассмотрим далее категорию T всевозможных симметрических пространств
< X, τ > с непрерывными отображениями в качестве морфизмов и категорию K всех
квазиупорядоченных множеств < X, ρ > с гомоморфизмами, т. е. отображениями,
сохраняющими отношение квазипорядка. В силу теоремы 1 имеет место:

Теорема 2. Категории T и K изоморфны между собой. В частности, изоморф-

ны и их полные подкатегории, объектами которых являются симметрические T0-

пространства и упорядоченные множества соответственно.

Пусть теперь < A,+, ·,6, 0, 1 > – дистрибутивная решетка. Элемент a ∈ A называ-
ется: (а) неразложимым (в сумму), если a 6= 0 и для любых b, c ∈ A равенство a = b+c

влечет b = a или c = a; (б) простым (неразложимым в произведение), если a 6= 1 и из
a = bc следует, что b = a или c = a при любых b, c ∈ A.

В случае решетки L(X) всех замкнутых множеств топологического пространства
X неразложимыми элементами будут замыкания [x] точек x из X. Для конечных T0-
пространств верно и обратное

Покажем, как по конечной дистрибутивной решетке A с 1 6= 0 найти такое упоря-
доченное множество X, чтобы решетка J всех порядковых идеалов (6 -идеалов) в X
была изоморфна A. В качестве X возьмем множество всех неразложимых элементов
решетки A. Оно не пусто, поскольку содержит атомы решетки A. Будем рассматривать
X как упорядоченное подмножество в A с индуцированным порядком.

Теперь устанавливается изоморфность решеток A и J [3, с. 161-162].

Теорема 3. (Г. Биркгоф, 1933 г.). Любая конечная дистрибутивная решетка A

изоморфна решетке J всех порядковых идеалов некоторого конечного упорядоченного

множества X, определенного однозначно с точностью до порядкового изоморфизма.

Заметим, что изоморфизм решеток A и J можно задать формулой:

f(a) = {x ∈ X : x 6 a} ∈ J, a ∈ A.

Для данной конечной дистрибутивной решетки A с 1 6= 0 можно построить соответст-
вующее упорядоченное множество X несколько иным способом. Пусть SpecA – упо-
рядоченное по включению множество всех простых идеалов решетки A. Имеет место:

Теорема 4. Всякая конечная дистрибутивная решетка A изоморфна решетке

J(SpecA) всех порядковых идеалов упорядоченного множества простых идеалов в A.

Пусть дан гомоморфизм f : X → Y квазиупорядоченных множеств. Рассмотрим
решетки J(X) и J(Y ) всех ρ-идеалов для X и Y . Тогда отображение f−1 : J(Y ) →
J(X), f−1(U) ∈ J(X) для каждого ρ-идеала U квазиупорядоченного множества Y ,
является решеточным гомоморфизмом, сохраняющим все точные грани. Укажем об-
ратное соответствие для конечных дистрибутивных решеток A и B. Возьмем произ-
вольный решеточный гомоморфизм α : B → A, сохраняющий 0 и 1. В силу теоремы 4
фактически мы имеем решеточный гомоморфизм α : J(SpecB)→ J(SpecA), по кото-
рому строится изотонное отображение f : SpecA → SpecB, порождающее исходный
гомоморфизм: α = f−1.

Суммируя сказанное, получаем следующий результат о взаимосвязи трех основных
видов математических структур. См. также [1, 2].
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Теорема 5. Следующие категории попарно эквивалентны или антиэквивалент-

ны:

1) категория конечных дистрибутивных решеток и их гомоморфизмов, сохраняю-

щих 0 и 1;

2) категория конечных упорядоченных множеств с изотонными отображениями;

3) категория конечных T0 - пространств с непрерывными отображениями.

Меры на конечных множествах. Мерой на множестве X со значениями в огра-
ниченной решетке L назовем любое отображение µ : B(X) → L, такое, что µ(∅) =

0, µ(X) = 1 и µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) для всех A,B ⊆ X. Пространство с мерой -
это пара < X, µ >, где µ есть мера на множестве X. Пусть < X,6> - конечное упоря-
доченное множество. Каждому порядковому идеалу в X поставим в соответствие сам
этот идеал, рассматриваемый как элемент решетки L = J(X). Продолжим это соот-
ветствие до сюръективного отображения µ : B(X)→ L. Мы знаем, что J(X) является
множеством всех замкнутых множеств T0 - пространства X, дуального к < X, J(X) >.
Поэтому элементы µ({x}), x ∈ X, - это в точности неразложимые элементы решетки
J(X). Для любого A ⊆ X полагаем: µ(A) = [A] ∈ J(X) = L, где [A] - замыкание
множества A в пространстве X. Поскольку [A ∪ B] = [A] ∪ [B], то µ : B(X) → L

есть мера на множестве X. Полученная мера µ разделяет точки множества X, т. е.
µ({x}) 6= µ({y}), если x 6= y в X.

Возьмем теперь произвольное непустое конечное множество X и меру µ на X,
отображающую B(X) на (конечную) дистрибутивную решетку L. Предположим, что
мера µ разделяет точки множества X и множество значений µ(x), x ∈ X, совпадает
с множеством всех неразложимых элементов решетки L (см. nеорему 3). Такие меры
будем называть специальными мерами. Для каждого a ∈ L определим множество
Xa ⊆ X:

Xa = ∪µ−1(a) = {A ∈ B(X) : µ(A) = a}.
Тем самым, Xa есть наибольшее подмножество в X, на котором мера µ принимает
значение a. Покажем, что множество {Xa : a ∈ L} замкнуто относительно операций
пересечения и объединения, точнее, Xa∩Xb = Xab и Xa∪Xb = Xa+b при любых a, b ∈ L.
Сначала докажем лемму.

Лемма. Для любых A ⊆ X и a ∈ L справедливо соотношение:

A ⊆ Xa ⇔ µ(A) 6 a.

Доказательство. Если A ⊆ Xa, то A ∪ Xa = Xa, откуда µ(A) + µ(Xa) = (Xa) = a.
Поэтому µ(A) 6 a. Обратно, пусть µ(A) 6 a. Тогда µ(A ∪ Xa) = µ(A) + µ(Xa) =

µ(A) + a = a. Значит, A ∪Xa = Xa и A ⊆ Xa.
Для a, b ∈ L имеем:

Xa ⊆ Xb ⇔ Xa ∪Xb = Xb ⇔ µ(Xa) + µ(Xb) = µ(Xb)⇔ µ(Xa) 6 µ(Xb)⇔ a 6 b.

Поэтому Xa ∩Xb ⊇ Xab и Xa ∪Xb ⊆ Xa+b. С другой стороны, по лемме µ(Xa ∩Xb) 6

µ(Xa) = a и µ(Xa ∩ Xb) 6 µ(Xb) = b, значит, µ(Xa ∩ Xb) 6 ab, откуда Xa ∩Xb ⊆ Xab.
Остается проверить включение Xa ∪ Xb ⊇ Xa+b. Берем x ∈ Xa+b. Тогда p = µ({x}) 6
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a + b, и p = p(a + b) = pa + pb. Поскольку элемент p ∈ L неразложим, то p = pa

или p = pb, т. е. p 6 a или p 6 b. Поэтому Xp ⊆ Xa или Xp ⊆ Xb. Стало быть,
x ∈ Xp ⊆ Xa ∪Xb.

Следовательно, множество {Xa : a ∈ L} является подрешеткой булеана B(X),
изоморфной решетке L при соответствии Xa ↔ a.

Зададим на множестве X отношение порядка по формуле:

x 6 y ⇔ µ({x}) 6 µ({y})для любых x, y ∈ X.

Очевидно, что < X,6> - упорядоченное множество. Покажем, что порядковыми иде-
алами в X служат множества вида Xa и только они. На основании леммы заключаем,
что

Xa = {x ∈ X : µ({x}) 6 a}, a ∈ L.
Поэтому Xa является порядковым идеалом упорядоченного множества X. Обратно,
рассмотрим произвольный порядковый идеал J в X. Докажем равенство J = Xa при
a = µ(J) ∈ L. Для любого x ∈ X верно равенство Xµ({x}) = {y ∈ X : µ({y}) 6 µ({x})}.
Кроме того, имеем

µ(J) = Σ{µ({x}) : x ∈ J}.
Следовательно,

J = ∪{Xµ({x}) : x ∈ J} = Xµ(J) = Xa.

Таким образом, доказан следующий результат:
Предложение 1. Для любого непустого конечного множества X существует

взаимно однозначное соответствие между множеством всевозможных упорядоче-

ний X и множеством всех специальных мер на нем.

Далее пусть даны пространства с мерой < X, µ > и < Y, ν >, где µ : B(X) → L

и ν : B(Y ) → T для соответствующих ограниченных решеток L и T . Морфизмом

пространства < X, µ > в пространство < Y, ν > называется пара отображений f :

X → Y и α : T → L, таких, что α - решеточный гомоморфизм, сохраняющий 0 и 1,
и для всех Z ⊆ Y выполняется равенство µ(f−1(Z)) = α(ν(Z)). Очевидным образом
определяется композиция морфизмов. В результате получается категория пространств
с мерой. Рассмотрим ее подкатегорию M, объектами которой являются всевозможные
конечные пространства < X, µ > со специальной мерой.

Предложение 2. Категория M эквивалентна категории всех конечных упорядо-

ченных множеств с изотонными отображениями.

Вместо специальной меры µ : B(X)→ L на конечном множестве X можно рассмот-
реть систему D-значных мер на X, где D = {0, 1} – фиксированная двухэлементная
цепь. Именно, для каждого x ∈ X определим меру µx : B(X) → D следующим обра-
зом: для всех A ∈ B(X)

µx(A) =

{
1, если µ(A) > µ({x}),
0, в противном случае.

Нетрудно проверить, что семейство мер (µx)x∈X разделяет точки множества X.
Какими еще свойствами обладает семейство мер (µx)x∈X , соответствующее специаль-
ной мере µ на X? Для решения этого вопроса перенумеруем элементы множества
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X : x1, x2, . . . , xn. Для k = 1, 2, . . . , n обозначим µk = µxk
. Зададим отображение

φ : B(X)→ Dn формулой:

φ(A) = (µ1(A), µ2(A), . . . , µn(A)) при A ⊆ X.

Образ Imφ отображения φ является подрешеткой булевой решетки Dn. Заметим, что
n-ки φ({x}), x ∈ X, ненулевые, порождают полурешетку < Imφ\{0},+ > и образуют
множество всех неразложимых элементов дистрибутивной решетки Imφ = φ(B(X)).
При этом решетка Imφ изоморфна подрешетке {Xa : a ∈ L} булеана B(X), которая,
в свою очередь изоморфна L. Поэтому решетки Imφ и L канонически изоморфны. И
пространства с мерой < X, φ > и < X, µ > изоморфны между собой. Обратно. Пусть на
n-элементном множестве X заданы попарно различные D-значные меры µ1, µ2, . . . , µn.
Как и выше, определим отображение φ : B(X) → Dn. Такое φ осуществляет ∪ -
гомоморфизм булеана B(X) на верхнюю подполурешетку L = Imφ в Dn. Ясно, что в
L любой элемент a 6= 0 ≡ (0, 0, . . . , 0) является суммой элементов вида φ({x}), x ∈ X.
Систему D-значных мер (µk) = {µ1, µ2, . . . , µn} назовем согласованной, если:

1) она разделяет точки множества X;

2) для любых x, y ∈ X найдется множество A ⊆ X, для которого µk({x}) ·µk({y}) =

µk({A}) при всех k = 1, 2, . . . , n;

3) множество элементов φ({x}), x ∈ X, совпадает с множеством всех неразложимых
элементов решетки Imφ.

Предложение 3. Для любого конечного множества X соответствие µ ↔ (µk)

между специальными мерами µ на X и согласованными системами {0, 1}-значных

мер (µk) на X взаимно однозначно (с точностью до соответствующих изоморфиз-

мов).
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О СТРОЕНИИ КОЛЕЦ, ВХОДЯЩИХ В ПОЛУКОЛЬЦЕВОЕ
ДИЗЪЮНКТНОЕ ОБЪЕДИНЕНИЕ С ДАННЫМ ПОЛУТЕЛОМ

М.А. Лукин
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610002, Киров, ул. Красноармейская, 26, center@extedu.kirov.ru

В работе дается характеризация полутел, для которых существуют ненулевые коль-
ца, образующие с полутелами дизъюнктное объединение, дается описание колец для
данных сократимых полутел.

Полукольцом называется такая алгебраическая структура < S; +, · , 0, 1 >, что
< S; +, 0 > – коммутативный моноид, < S, ·, 1 > – моноид с 1 6= 0 и в S выполняются
тождества a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc и a0 = 0a = 0 [1].

Полукольцо с делением, не являющееся кольцом, называется полутелом с нулем.
Если из полутела S исключить 0, то получим структуру < S; +, · >, которую будем
называть полутелом.

Полутело U называется сократимым, если ∀u1, u2, u ∈ U, u1 + u = u2 + u⇒ u1 = u2.
Полутело U называется зероидным, если выполняется одно из равносильных усло-

вий:
1) ∃a, b ∈ U : a = a + b; 2) ∀a ∈ U∃b ∈ U : a = a+ b;

3) ∀a ∈ U∃b ∈ U : b = b+ a; 4) ∀a, b ∈ U∃c ∈ U : a + c = b+ c.

Ядром полутела, называется класс 1 любой его конгруэнции.
Пусть имеется полукольцо S с конгруэнцией ρ, для которой [0]ρ ∼= R, [1]ρ ∼= U ,

F/ρ ∼=- двухэлементная цепь. Такое полукольцо S назовем полукольцевым дизъюнкт-

ным объединением кольца R и полутела U , и обозначим U∪̇R.
В [2] доказано, что кольцо R образует полукольцевое дизъюнктное объединение с

некоторым полутелом U тогда и только тогда, когда оно радикально по Джекобсону, и
его аддитивная группа – делимая группа без кручения. При этом полутело U обязано
содержать в качестве подполутела Q+, если R – ненулевое кольцо.

Отметим, что есть примеры кольца и полутела, для которых существуют неизо-
морфные полукольцевые дизъюнктные объединения [3].

Теорема 1. Полутело U входит в допустимую двойку с некоторым ненулевым

кольцом тогда и только тогда, когда оно не является зероидным.

Доказательство. Если U∪̇R, для некоторого кольца R, то на U существует со-
кратимая неединичная конгруэнция, фактор по которой лежит в D(R). Поэтому U не
является зероидным.

Обратно, пусть полутело U не является зероидным, рассмотрим на нем сократимую
неединичную конгруэнцию ≡ и фактор U/ ≡. Поскольку U/ ≡ – сократимое полутело,
оно обладает нетривиальным кольцом разностей T (U/ ≡). Существует инъективный
гомоморфизм f : U/ ≡→ T (U/ ≡). Докажем, что кольцо (T (U/ ≡)[x])/(x2) без свобод-
ных коэффициентов входит в допустимую двойку с U (полагаем, что переменная x ком-
мутирует с элементами кольца T (U/ ≡)). Зададим операции на U∪((T (U/ ≡)[x])/(x2)).
Пусть ∀u ∈ U, ∀tx, t ∈ T (U/ ≡) : u+ tx = u, u · tx = f(u) · tx, tx ·u = t ·f(u)x. Очевидным
образом проверяются полукольцевые законы. Теорема доказана.
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Заметим, что если кольцо R входит в допустимую двойку с данным полутелом
U , то U/ ∼ ∪̇R/AnnR, где ∼ – некоторая сократиая конгруэнция на U , при этом
U/ ∼= U/ ∼ +R/AnnR – сократимое полутело.

Ввиду вышесказанного, полезно решить вопрос нахождения для полутела колец,
образующих с ним дизъюнктное объединение, для случая когда полутело сократимо.

Будем дальше полагать, что U – сократимое полутело.

Под Kerφ будем понимать класс 1 конгруэнции φ.

Рассмотрим ядро Kerα в U , такое что ∀k ∈ Kerα, ∀u ∈ U, ∃x ∈ Kerα, что
uk + 1 = u + x. Из того, что любое ядро является нормальной группой, следует, что
∀k ∈ Kerα, ∀u ∈ U, ∃x ∈ Kerα, что ku+ 1 = u+ x.

Замечание 1. Kerα +1 = Kerα + Kerα.

Доказательство. Для любых элементов k1, k2 ∈ Kerα найдется x ∈ Kerα, что
k1

−1k2 + 1 = x + k1
−1. Умножив последнее на k1 слева получим, k2 + k1 = k1x + 1.

Поскольку k1x ∈ Kerα, утверждение замечания доказано.

Замечание 2. U + 1 = U + Kerα .

Доказательство. Для любых k ∈ Kerα, u ∈ U существует x ∈ Kerα, что u−1k+1 =

u−1 + x, что равносильно k + u = 1 + xu, что завершает доказательство.

Определим на Kerα операции следующим образом.

Сложение. Пусть ∀k1, k2 ∈ Kerα k1 ⊕ k2 = t, где 1 + t = k1 + k2. Здесь < Kerα,⊕ > -
абелева группа с нейтральным элементом 1U ∈ Kerα.

Ассоциативность: пусть для некоторых k1, k2, k3 : k1 ⊕ k2 = t, k2 ⊕ k3 = p. Заметим,
что t ⊕ k3 = x, 1 + x = t + k3, тогда 1 + 1 + x = 1 + t + k3 = k1 + k2 + k3. Далее,
k1 ⊕ p = y, 1 + y = k1 + p, тогда 1 + 1 + y = k1 + 1 + p = k1 + k2 + k3. Очевидно,
1+1+x = 1+1+y, поскольку полутело сократимо, x = y. Сложение задано корректно,
ввиду сократимости U .

Умножение. Для k1, k2 ∈ Kerα, положим k1 ⊗ k2 = k1k2 ⊖ k1 ⊖ k2.

Покажем, что < Ker,⊗ > – полугруппа.

Замечание 3. ∀a, b, k ∈ Kerα, (a⊕ b)k ⊕ k = ak ⊕ bk.
Действительно, пусть (a⊕ b) = x, тогда 1 + x = (a + b)⇔ k + xk = (a + b)k. Пусть

ak ⊕ bk = y, тогда ak + bk = (a + b)k = y + 1. Значит, k + xk = 1 + y ⇔ k ⊕ xk = y,
ч.т.д. Аналогично, k(a⊕ b)⊕ k = ka⊕ kb

Ассоциативность: (k1⊗k2)⊗k3 = (k1k2⊖k1⊖k2)⊗k3 = (k1k2⊖k1⊖k2)k3⊖(k1k2⊖k1⊖
k2)⊖k3 добавим к сумме k1k2+k1k3+k2k3, получим k1k2+k1k3+k2k3+((k1k2⊖k1⊖k2)k3⊕
k1⊕k2⊖k3) = 3+(k1k2⊕k1k3⊕k2k3⊕ ((k1k2⊖k1⊖k2)k3⊕k1⊕k2⊖k3)). По замечанию
3, последнее выражение равно 3+((k1k2⊖k1⊖k2⊕k2⊕k1)k3)⊕k3⊕k3⊕k1⊕k2⊖k3) =

3+(k1k2k3⊕k1⊕k2⊕k3). Таким же образом, добавив к k1⊗ (k2⊗k3) элемент полутела
k1k2 + k1k3 + k2k3, получим 3 + (k1k2k3⊕ k1⊕ k2⊕ k3). Поскольку полутело сократимо,
то (k1 ⊗ k2)⊗ k3 = k1 ⊗ (k2 ⊗ k3).

Предложение 1. Алгебра < Kerα,⊕,⊗ > является кольцом.

Доказательство. Для этого достаточно проверить дистрибутивность. Рассмотрим
выражение k ⊗ (k1 ⊕ k2) = k(k1 ⊕ k2) ⊖ k ⊖ k1 ⊖ k2, по замечанию оно равно kk1 ⊕
kk2 ⊖ k ⊖ k ⊖ k1 ⊖ k2 = k ⊗ k1 ⊕ k ⊗ k2, ч.т.д, аналогично доказывается левосторонняя
дистрибутивность.
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Предложение 2. Пусть K =< Kerα,⊕,⊗ >, где Kerα – ядро U . Тогда U∪̇K.

Доказательство. Зададим операции между элементами кольца и полутела на мно-
жестве их объединения U∪̇K. Пусть u ⊕ k = x - элемент, полутела U , такой, что
1 + x = u+ k. Такое определение корректно, поскольку полутело U сократимо.

Умножение: считаем, что u⊗k = x – такой элемент ядра, что uk+1 = u+x, k⊗u = x

– такой элемент ядра, что ku+ 1 = u+ x.

Проверим полукольцевые законы на U ∪K.

Ассоциативность. Рассмотрим выражение (u⊕ k1)⊕ k2, очевидно, ((u⊕ k1)⊕ k2) +

1 + 1 = u+ k1 + k2. Также точно 1 + 1 + u⊕ (k1⊕ k2) = u+ k1 + k2, поскольку полутело
сократимо, то (u⊕ k1)⊕ k2 = u⊕ (k1 ⊕ k2). Аналогично (u1 ⊕ u2)⊕ k = u1 ⊕ (u2 ⊕ k).

Дистрибутивность. Проверим левую дистрибутивность, для правой аналогично.

1) u⊗(k1⊕k2). Добавим к выражению u, получим u⊗(k1⊕k2)+u = u(k1⊕k2)+1. Еще
раз добавив u, имеем, u(k1⊕k2)+1+u = u(1+(k1⊕k2))+1 = u(k1+k2)+1. Добавим
к выражению u⊗ k1 ⊕ u⊗ k2 единичный элемент. Получим u⊗ k1 ⊕ u⊗ k2 + 1 =

u ⊗ k1 + u ⊗ k2 добавив два раза u, получим u(k1 + k2) + 2. Из сократимости
полутела вытекает u⊗ (k1 ⊕ k2) = u⊗ k1 ⊕ u⊕ k2;

2) u⊗(u1⊕k2) = u(u1⊕k2). Добавим к выражению u получим u(u1+k2). Рассмотрим
u⊗u1⊕u⊗k2 = uu1⊕u⊗k2. Добавим 1 получим uu1+u⊗k2, добавим u, получим
uu1 + uk2 + 1. Значит, u⊗ (u1 ⊕ k2) = u⊗ u1 ⊕ u⊗ k2;

3) k⊗(u1⊕u2). Добавив (u1⊕u2), получим k(u1⊕u2)+1 = k(u1+u2)+1. Рассмотрим
k ⊗ u1 ⊕ k ⊗ u2. Добавим 1, получим k ⊗ u1 + k ⊗ u2, добавим u1 + u2, получим
ku1 + ku2 + 2. Поскольку (u1 ⊕ u2) + 1 = u1 + u2, k ⊗ (u1 ⊕ u2) = k ⊕ u1 ⊕ k ⊗ u2;

4) k ⊗ (u ⊕ k1). Добавим (u ⊕ k1). Получим k(u ⊕ k1) + 1, добавим k. Получим
k(u+k1)+1. Рассмотрим k⊗u⊕k⊗k1. Добавим 1, получим k⊗u+k⊗k1, добавим u,
получим ku+1+kk1⊖k⊖k1. Добавим k и k1, получим ku+3+kk1. Таким образом,
[k⊗(u⊕k1)]+(u⊕k1)+k+2 = k(u+k1)+3, и [k⊗u⊕k⊗k1]+1+u+k+k1 = k(u+k1)+3.
Поскольку (u⊕k1)+k+2 = 1+u+k+k1, равны выражения k⊗(u⊕k1) и k⊗u⊕k⊗k1.

Теорема 2. Кольцо R входит в полукольцевое дизъюнктное объединение с сокра-

тимым полутелом U тогда и только тогда, когда существует эпиморфизм f : R→
K,K ∼=< Kerα,⊕,⊗ >, ur ∈ f−1(f(u)r), для некоторого Kerα, R – полумодуль над U ,

и Ker f – идеал аннулятора R.

Доказательство. Действительно, если U∪̇R, рассмотрим эпиморфизм f : R →<
1 +R,⊕,⊗ >, при котором r 7→ 1 + r. Необходимо показать только, что Ker f – идеал
аннулятора R. В самом деле, если 1 + r1 = 1 и 1 + r2 = 1, то 1 + (r1 − r2) = 1, также,
если 1 + r1 = 1, то rr1 = r1r = 0, ∀r ∈ R

Обратно. Необходимо корректно определить операции между U и R. Пусть u ⊕
r = u + f(r),операция сложения задается корректно, поскольку U∪̇ < Kerα,⊕,⊗ >,
ur задается ввиду того, что R – полумодуль над U . Учитывая, что Ker f – идеал
аннулятора R и ur ∈ f−1(f(u)r), нетрудно проверить полукольцевые аксиомы.
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610002, Киров, ул. Красноармейская, 26, center@extedu.kirov.ru

В работе рассмотрены некоторые свойства идеалов arp-полуколец.
I. Полукольцо S называется абелево-регулярным положительным, или arp-полу-

кольцом, если S – положительное (т. е. элемент a+1 обратим в S для любого a ∈ S) и
абелево-регулярное полукольцо (т. е. для каждого a ∈ S уравнение axa = a разрешимо
в S и любой его идемпотент e перестановочен со всеми элементами из S) [1].

Для arp-полукольца S используются следующие обозначения: U(S) – множество
всех обратимых элементов в S, L(S) – множество всех идемпотентов полукольца S.

Исходные понятия и структурная теория класса arp-полуколец развиты в работе
[1]. В [3] продолжено изучение arp-полуколец и завершено доказательство основной
структурной теоремы.

Известно, что каждый элемент a arp-полукольца S представляется в виде произ-
ведения a = ea · u однозначно определенного идемпотента ea ∈ L(S) и обратимого
элемента u ∈ U(S). Откуда в силу центральности идемпотентов полукольца S следует,
что все односторонние идеалы в S являются двусторонними. Равенство идемпотентов
ea = eb элементов a и b равносильно равенству aS = bS, или a = b · u для некоторого
u ∈ U(S). Значит, aS = eaS = Sea для всех a ∈ S [1, предложение 2.1].

Для главных идеалов arp-полукольца S выполняется равенство [1, предложение 2.1]

aS + bS = (a+ b)S.

Действительно, так как (u + ebv)ea = (eau + ebv)ea = (a + b)ea ∈ (a + b)S и u + ebv =

u(1+ebu
−1v) ∈ U(S) для a = ea ·u и b = eb ·v, то ea ∈ (a+b)S и a ∈ (a+b)S. Аналогично,

b ∈ (a+b)S. Тогда aS+bS ⊆ (a+b)S. Обратное включение очевидно. Из этого свойства
вытекает, что

fS + gS = (f ∨ g)S, (1)

где f, g ∈ L(S), f ∨ g = ef+g. Это означает, что arp-полукольцо является полукольцом
Безу: в нем каждый конечно-порожденный идеал главный.
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II. Изучение arp-полуколец сводится к изучению троек 〈L(S), U(S), ϕS〉, или
〈L(S), U(S), ψS〉. 〈U(S),+, ·〉 – полутело без нуля относительно операций сложения и
умножения в S. 〈L(S),∨, ·〉 – дистрибутивная решетка с 0 и 1 относительно опера-
ции умножения · полукольца S и сложения ∨. Отображения ϕS : L(S) → ConU(S),
e → ϕ(e) и ψS : L(S) → ConU(S), e → ψ(e) являются соответственно решеточными
антигомоморфизмом и гомоморфизмом, где

uϕ(e)v ⇔ eu = ev, u, v ∈ U(S) [1],

uψ(e)v ⇔ u+ ex = v + ey для некоторых x, y ∈ U(S) [3].

При этом для каждого идемпотента e ∈ L(S) конгруэнции ϕ(e) и ψ(e) дополняют друг
друга, т. е. ϕ(e) ◦ ψ(e) = 1 и ϕ(e) ∩ ψ(e) = 0 [3].

Вводится также категория абстрактных троек 〈L,U, ϕ〉 , состоящих из ограничен-
ной дистрибутивной решетки L, полутела без нуля U и решеточного антигомомор-
физма ϕ : L → ConU , переводящего 0 в 1 и 1 в 0. Тройка вида 〈L(S), U(S), ϕS〉 для
некоторого arp-полукольца S называется индуцированной. Можно также рассматри-
вать абстрактную тройку 〈L,U, ψ〉, где ψ : L → ConU – решеточный гомоморфизм,
сохраняющий 0 и 1. Эта тройка также называется индуцированной, если она соответ-
ствует некоторому arp-полукольцу.

Установлено, что абстрактная тройка 〈L,U, ϕ〉 является индуцированной тогда и
только тогда, когда все элементы Imϕ дополняемы в ConU [1, 3]. Построение arp-
полукольца по такой тройке 〈L,U, ϕ〉, осуществяется следующим образом [1, теорема
3.3]. Пусть

S =

•⋃

e∈L

U/ϕ(e)

есть дизъюнктное объединение фактор-полутел U/ϕ(e) = {[u]ϕ(e)|u ∈ U}. Для любых
e ∈ L и u ∈ U можно отождествить [1]ϕ(e) ≡ e, [u]ϕ(1) ≡ u, тогда [u]ϕ(e) = eu. Операции
умножения и сложения определяются следующим образом:

eu · fv = ef · uv, eu+ fv = (e ∨ f)w,

где e, f ∈ L, u, v, w ∈ U и обратимый элемент w удовлетворяет соотношениям

wϕ(ef)(u+ v), w(ϕ(e) ◦ ψ(f))u, w(ϕ(f) ◦ ψ(e))v.

Два произвольных arp-полукольца изоморфны тогда и только тогда, когда изо-
морфны их индуцированные тройки [1, 3].

III. Предложение 1. Для любого идеала I arp-полукольца S

I =
∑

e∈L(S)∩I

eU(S) = (L(S) ∩ I)U(S).

Доказательство. Для идеала arp-полукольца S имеем I ⊆ ∑
e∈L(S)∩I

eU(S), так как

для a = ea · u ∈ I идемпотент ea ∈ I. Если a ∈ ∑
e∈L(S)∩I

eU(S), т. е. a = e1u1 + . . .+ enun,
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где ui ∈ U(S), ei ∈ I∩L(S), то a ∈ I. Равенство
∑

e∈L(S)∩I

eU(S) = (L(S)∩I)U(S) следует

из (1).
Следствие [1, предложение 2.1]. Решетка идеалов arp-полукольца S изоморфна

дистрибутивной решетке всех идеалов дистрибутивной решетки L(S).
Для доказательства достаточно заметить, что L(S) ∩ I – идеал решетки L(S).
Идеал I полукольца S называется строгим, если a + b ∈ I ⇒ a, b ∈ I для любых

a, b ∈ S.

Предложение 2. Любой идеал I arp-полукольца S является строгим, а, значит,

ядерным идеалом некоторой конгруэнции.

Доказательство. Пусть a = e ·u и b = f ·u. Если a+ b = e ·u+f · v = (e∨f) ·w ∈ I
для некоторого w ∈ U(S), то e ∨ f ∈ L(S) ∩ I, а, следовательно e, f ∈ L(S) ∩ I.
Откуда a, b ∈ I. Строгий идеал I является ядерным идеалом конгруэнции Берна ρ(I):
aρ(I)b⇔ a + x = b+ y для некоторых x, y ∈ I.

Предложение 3. Для того чтобы каждый идеал arp-полукольца S являлся ядер-

ным идеалом единственной конгруэнции на S необходимо и достаточно, чтобы arp-

полукольцо S было булевой решеткой.

Доказательство. Взаимно однозначное соответствие между идеалами и конгру-
энциями решетки L(S) с 0 и 1, при котором идеал является классом нуля соответст-
вующей конгруэнции, существует тогда и только тогда, когда L(S) является булевой
решеткой [2, глава II, теорема 8]. Поэтому достаточность выполняется.

Необходимость. Сначала докажем, что U(S) = {1}. Рассмотрим на arp-полукольце
S две конгруэнции ρ1 и ρ2, ядерные идеалы которых совпадают и состоят из одного
элемента 0:

(eu)ρ1(fv)⇔ e = f и eu = fv, (eu)ρ2(fv)⇔ e = f.

Тогда (eu)ρ1v ⇔ e = 1 и u = v, (eu)ρ2v ⇔ e = 1, где u, v – произвольные обратимые
элементы. Конгруэнции ρ1 и ρ2 совпадают только в том случае, когда полутело U(S)
состоит из одного элемента 1. Тогда arp-полукольцо S = L(S) и по указанной теореме 8
является булевой решеткой.
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О ГИПЕРНОРМАЛЬНЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУППАХ С
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П.Б. Стрижов
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Екатеринбург, пр. Космонавтов 26

Одним из направлений в теории абстрактных групп является исследование различ-
ных классов обобщенно нильпотентных групп, где получено очень много интересных
и глубоких результатов (см. [4], [27], [13]). Решение в 50-е годы прошлого века пя-
той проблемы Гильберта позволило формулировать и решать аналогичные проблемы
уже на базе не дисктретных, а локально-компактных топологических групп (см. [26],
[9]). Так в работе [2] было установлено строение индуктивно нильпотентных локально-
компактных групп; эти результаты обобщены в работах [11], [12], [17], [18], [19] на
индуктивно пронильпотентные локально-компактные группы и локально-компактные
группы с нормализаторным условием (короче: N -групп). Накладывая на различные
классы обобщенно нильпотентных групп условия конечности, удается получить вполне
определенное строение групп; много результатов в этом направлении получено в ра-
ботах [20]–[25], [6], [8], [10], [14] и [15]. В этом направлении подготовлена и данная
статья.

Выделим класс гипернормальных топологических групп G (короче: NA-групп) –
групп, в которых Nλ(G) = G для некоторого порядкового числа λ, где N0(G) = e,
Nα(G)/Nα−1(G) – норма фактор-группы G/Nα−1(G), если 0 < α не предельное, и
Nµ(G) =

⋃
α<µNα(G) для каждого предельного µ (нормой топологической группы

G называется множество всех элементов G перестановочных с каждой замкнутой под-
группой из G). В работе [28] доказано, что норма N(G) дискретной группы G содер-
жит центр Z(G) группы и содержится во втором гиперцентре Z2(G) (сравни с [29]).
В работе [7] этот факт перенесен на класс локально-компактных групп. Из этого ре-
зультата следует, что в классе локально-компактных групп нильпотентность G будет
равносильна Nk(G) = G, где k – натуральное; Nω(G) = Zω(G), где ω – первое бес-
конечное порядковое число; и вообще – каждая локально-компактная NA-группа G

будет ZA-группой (топологическая группа G называется ZA-группой, если Zλ(G) = G

для некоторого порядкового числа λ, где Z0(G) = E, Zα(G)/Zα−1(G) – центр фактор-
группы G/Zα−1(G), если 0 < α не предельное, и Zµ(G) =

⋃
α<µ Zα(G) для каждого

предельного µ).

В статье [16] устанавливаются основные свойства локально-компактных NA-групп,
в частности, что локально-компактная NA-группа будет N -группой. Из этого резуль-
тата и структурной теоремы для локально-компактных N -групп [19] выводится струк-
турная теорема для локально-компактных NA-групп:

Теорема. в локально-компактной NA-группе G индуктивно компактный ради-

кал I совпадает со множеством Ψ(G) всех компактных элементов группы, причем

G/I чиста; J = IG0 – открытая нормальная подгруппа, причем G/J – дискретная

ZA-группа без кручения (G0 – связная компонента единицы e группы G); G0 ниль-

потентна, причем Ψ(G0) = I0 ≤ Z(G0); J/I0 = I/I0 × G0/I0; I/I0 – периодическая
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индуктивно пронильпотентная группа, то есть раскладывается в ограниченное пря-

мое произведение своих силовских p-подгрупп с произвольно отмеченной открытой

компактной подгруппой.

Пример.Топологическое полупрямое произведение G = 〈a〉⋌T , где T – одномерная
окружность, a2 = e и ta = t−1 для любого t ∈ T будет ZA-группой, так как Zω(G) = T .
Но Zn(G) < D для любого натурального n, где D – силовская 2-подгруппа в G.

Накладывая на локально-компактную NA-группу G условия Min (минимальности
для замкнутых подгрупп), Max (максимальности для замкнутых подгрупп), конечнос-
ти ранга, мы получаем следующие результаты:

Теорема A. Для локально-компактной NA-группы G следующие утверждения

равносильны: (1) G – Черниковская; (2) G – с условием Min-ab минимальности для

замкнутых абелевых подгрупп; (3) G – с условием Min-n минимальности для замкну-

тых нормальных подгрупп; (4) некоторая максимальная абелева нормальная подгруп-

па A группы G будет Min-группой и каждый элемент в G/A конечного порядка; (5)

некоторая максимальная абелева нормальная подгруппа A группы G с лиевой G0 бу-

дет удовлетворять условию минимальности для нормальных замкнутых подгрупп

из G и каждый элемент в G/A конечного порядка.

Теорема B. Локально-компактная NA-групп G будет Max-группой в каждом

из случаев: (1) G – периодическая с условием Max-ab максимальности для замкну-

тых абелевых подгрупп; (2) G – с условием Max-n максимальности для замкнутых

нормальных подгрупп; (3) некоторая максимальная абелева нормальная подгруппа A

группы G будет Max-группой и каждый элемент в G/A конечного порядка; (4) неко-

торая открытая максимальная абелева нормальная подгруппа A группы G будет

удовлетворять условию максимальности для нормальных замкнутых подгрупп из G

и каждый элемент в G/A имеет конечный порядок.

Теорема C. Локально-компактная NA-группа G конечного ранга обладает конеч-

ным рядом замкнутых нормальных подгрупп: E < T = V0 < V1 < . . . < Vk < J < G,

где T – конечномерная абелева связная компактная подгруппа, Vi+1/Vi ≃ R, G/J –

дискретная ZA-группа без кручения конечного ранга, J/Vk – ограниченное прямое

произведение своих силовских p-подгрупп J̃p с произвольно отмеченной открытой

компактной подгруппой, причем ранги всех J̃p ограничены в совокупности. Локально-

компактная NA-группа J̃p конечного ранга обладает конечным рядом замкнутых суб-

нормальных подгрупп:

E < A = C0 < C1 < . . . < Cl = K0 < K1 < . . . < Km = J̃p, (∗)

где A ≃ Cn
p∞, Ci+1/Ci – конечная циклическая, Ki+1/Ki топологически изоморфна

Zp, либо Qp, причем J̃p/A – нильпотентна. Обратно, каждая локально-компактная

NA-группа, содержащая ряд вида (∗), будет иметь конечный ранг.

Равносильность условий (1) и (2) в теореме A аналогична теореме 5 в [23], уста-
новленной для индуктивно разрешимых локально-компактных групп; равносильность
условий (1) и (3) теоремы A обобщает основной результат работы [25] (в [25] пока-
зано, что в локально-компактной группе G, алгебраически изоморфной дискретной
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ZA-группе, связная компонента G0 содержится в центре Z(G); приведенный пример
показывает, что в локально-компактной NA-группе G с условием минимальности для
замкнутых подгрупп этого может и не быть); равносильность условий (1) и (5) теоремы
A обобщает теорему 7 из [5], доказательство этой равносильности опирается на рав-
носильность условий (1) и (4), которое, в свою очередь, опирается на справедливость
следующего утверждения:

Лемма. Если максимальная абелева нормальная подгруппа A локально-компакт-

ной NA-группы G будет Min-группой или Max-группой, то G0 = A0 и следующие

утверждения равносильны: каждый элемент G/A имеет конечный порядок;

Zn+1(G/A)/Zn(G/A) будет Min-группой при любом натуральном n; каждый элемент

из Z =
⋃∞

n=1 Zn(G/A) имеет конечный порядок; G/A конечна.

Из доказательства теоремы 4 в [24] следует нильпотентность периодической ло-
кально-компактной NA-группы, удовлетворяющей условию Max-ab. Учитывая это, и
используя теорему 6 той же работы [24], получим (1) ⇒ Max в теореме B; следствие
(2)⇒ Max в теореме B является очевидным следствием равносильности условий Max-
n и Max в классе индуктивно нильпотентных локально-компактных групп, установ-
ленной В.М. Глушковым [3]. Тот факт, что из условия (4) в теореме B следует условие
Max в классе локально-компактных NA-групп, аналогичен следствию теоремы 1 из
[1].

Автор выражает глубокую признательность своему научному руководителю про-
фессору Ю.Н. Мухину за постановку задач и пристальное внимание к работе.
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О ДИСТРИБУТИВНОСТИ ПОЛУТЕЛ

А.В. Черанева
Вятский государственный гуманитарный университет

610002, Киров, ул. Красноармейская, 26, center@extedu.kirov.ru

Полутелом называется множество, являющееся одновременно мультипликативной
группой и аддитивной коммутативной полугруппой без нуля, причем умножение дист-
рибутивно относительно сложения с обеих сторон. Коммутативное полутело называ-
ется полуполем.

Всякая конгруэнция на полутеле полностью определяется каждым своим классом.
Поэтому заменим работу с конгруэнциями на работу с классами единицы, которые
будем называть ядрами. Подмножество A полутела P является ядром тогда и только
тогда, когда A – нормальная подгруппа в P , для которой

x, y ∈ P & x+ y = 1 & a ∈ A⇒ ax+ y ∈ A [3].

Обозначим конгруэнцию с ядром A через ρA. Легко видеть, что ρA ∧ ρB = ρA ∩ ρB =

ρA∩B, ρA ∨ ρB = ρA ◦ ρB = ρA·B. Поэтому решетка всех конгруэнций полутела изо-
морфна решетке его ядер относительно включения. Обозначим через ConA решетку
всех конгруэнций универсальной алгебры A . Для полутела P ConP также будет обо-
значать решетку его ядер. Известно, что ConP любого полутела P модулярна, но не
обязательно дистрибутивна [3]. Напомним, что решетка называется модулярной, если
в ней выполняется модулярный закон:

если x ≤ z, то x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z [1, с. 26].

В [1, с. 59] было показано, что модулярная недистрибутивная решетка содержит диа-
мант.

Назовем полутело P дистрибутивным, если его решетка конгруэнций дистрибу-
тивна. Отметим, что любое аддитивно идемпотентное полутело дистрибутивно [3].

Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие утверждения.

Теорема А. [3, следствие 1]. Всякий элемент интервала [a, 1] решетки конгруэн-

ций полутела имеет не более одного дополнения в этом интервале.

Теорема Б. [3, теорема 2]. Если P – полутело, то M3 ⊆ ConP (т.е. M3 – подре-

шетка ConP ) влечет M3 ⊆Mℵ0
⊆ ConP .

Здесь через Mτ обозначена решетка, полученная из антицепи мощности τ присое-
динением наибольшего и наименьшего элементов. В частности, M3 есть диамант.

Теорема В. [4, с. 37]. Если A – универсальная алгебра сигнатуры Ω и τ ∈ ConA,

то решетка

{ρ|ρ ∈ ConA, τ ⊆ ρ}
изоморфна решетке Con(A/τ).

Из теоремы В следует, что любое факторполутело дистрибутивного полутела дист-
рибутивно.
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Для произвольных ядер A,B,K ∈ ConP , где K является также подполутелом,
обозначим через AK

B , AK ядра

AK = A ∩K,AK
B = A ∩BK.

Лемма. В любом полутеле P для ядер A,B,K ∈ ConP таких, что A ∩ B = {1}
и K – подполутело, выполняется равенство:

AK ∩ BK = K.

Доказательство. Рассмотрим ядра AK
BB

K , BK
AA

K . Если они различные и не со-
держатся в K, то они являются дополнениями элемента K решетки Con(AK

BB
K
AK) на

интервале [AKBK , AK
BB

K
AK], так как по закону модулярности

AK
BB

KK = AK
BK = (A ∩ BK)K = AK ∩BK = (B ∩ AK)K = BK

AK = BK
AA

KK

и
AK

BB
K ∩K = BK(AK

B ∩K) = BKAK = AK(BK
A ∩K) = BK

AA
K ∩K.

Но это противоречит теореме А. Следовательно, либо AK
BB

K = BK
AA

K , либо AK
BB

K ⊆
K, либо BK

AA
K ⊆ K.

Если AK
BB

K = BK
AA

K , то в силу единственности представления элементов из AB
в виде ab, где a ∈ A, b ∈ B и A ∩ B = {1} [3], получаем AK

B = AK и BK
A = BK .

Если AK
BB

K ⊆ K, то AK
BB

K = AK
BB

K ∩K = AKBK , откуда снова получаем равенство
AK

B = AK . Аналогичным образом из BK
AA

K ⊆ K следует BK
A = BK .

Если AK
B = AK , то AK ∩ BK = K(A ∩ BK) = K · AK

B = K · AK = K. Случай
BK

A = BK аналогичен только что разобранному – достаточно заменить в выражении
A на B и B на A.

Замечание. В лемме показано, что AK
BB

K ⊆ K влечет равенство AK
B = AK . Но

тогда AK
BB

KK = AKBKK = K = BK
AK, поэтому BK

A = BK . Аналогично из BK
AA

K ⊆ K

следуют равенства BK
A = BK и AK

B = AK . Далее пусть ab = k ∈ K, где a ∈ A, b ∈ B.
Тогда a = kb−1 ⇒ a ∈ A ∩ KB = AK

B = AK ⊆ K и b = a−1k ⊆ K. Получаем, что для

произвольных ядер A,B полутела P таких, что A ∩ B = {1}, и для любого ядра K,

являющегося подполутелом в P , верно

a ∈ A & b ∈ B & ab ∈ K ⇒ a ∈ K & b ∈ K.

Теорема. Если подполутело K полутела P , являющееся ядром, дистрибутивно,

то и само полутело P дистрибутивно.

Доказательство. Поскольку решетка конгруэнций полутела модулярна, достаточ-
но показать, что если ConP содержит диамант, то и ConK содержит диамант. Пусть
M3 ⊆ ConP и D – наименьший элемент M3. Из второй теоремы об изоморфизмах [2,
с. 75] следует, что

DK/D ∼= K/(D ∩K),

а это значит, что и
Con (DK/D) ∼= Con (K/(D ∩K)) .
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В силу этого факта и теоремы В можно считать, что D = {1}.
Из теореме Б следует M3 ⊆ Mℵ0

⊆ ConP . Предположим, что найдутся три раз-
личных ядра A,B,C ∈ Mℵ0

, не лежащие в K, такие, что AB = AC = BC = E,
A ∩B = A ∩ C = B ∩ C = {1}. Тогда

AK · BK = AK · CK = BK · CK = EK,

по лемме
AK ∩BK = AK ∩ CK = BK ∩ CK = K.

Видим, что различные ядра AK, BK, CK, K, EK образуют диамант в ConP , что
невозможно, поскольку в противном случае по теореме В получаем недистрибутивное
идемпотентное полутело P/K. Таким образом, бесконечное число ядер из Mℵ0

лежат
в K, а это значит, что K содержит диамант, что и требовалось доказать.

Обозначим через KerP (a) ядро главной конгруэнции полутела P , порожденной па-
рой (1, a), и назовем главным ядром, порожденным элементом a. Легко видеть, что
KerP (2) является подполутелом в P . В случае полуполя P решетка Con KerP (2) явля-
ется подрешеткой ConP , [6, предложение 1]. Поэтому верно

Следствие 1. Полуполе P дистрибутивно тогда и только тогда, когда дистри-

бутивно подполуполе KerP (2).
В [5, теорема 2] было доказано, что решетка конгруэнций P = KerP (2) канонически

изоморфна решетке идеалов его кольца разностей. Значит, справедливо
Следствие 2. Полуполе P дистрибутивно тогда и только тогда, когда дистри-

бутивна решетка идеалов кольца разностей полуполя KerP (2).
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ФРЕЙМЫ ИДЕАЛОВ И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПОЛУКОЛЕЦ

В.В.Чермных
Вятский государственный гуманитарный университет

610002, Киров, ул. Красноармейская, 26, vv146@mail.ru

Введение. Под полукольцом будем понимать алгебру, отличающуюся от ассоциа-
тивного кольца с единицей, возможно, необратимостью аддитивной операции. Данная
статья посвящена вопросам представления полуколец сечениями пучков. В работе ав-
тора [1] рассмотрены общие пучковые конструкции, позволяющие получать полные
(эпиморфные) представления полуколец. Сформулируем результаты этой статьи, на
которые будем опираться, и ниже покажем, как можно применить эти конструкции
посредством сопряжений между полными решетками идеалов полукольца.

Пусть S – произвольное полукольцо и IdS – решетка всех его (двусторонних)
идеалов относительно включения. Обозначим через τX решетку всех открытых под-
множеств топологического пространства X и рассмотрим произвольное отображение
g : IdS → τX, сохраняющее конечные пересечения: g(A ∩B) = g(A) ∩ g(B).

Определим на S конгруэнцию: a γx b ⇐⇒ x ∈ g((a, b)∗), где (a, b)∗ = {s ∈ S : (∀t ∈
S) (ats = bts)}.

Показывается, что произвольно взятое отображение g : IdS → τX, сохраняю-
щее конечные пересечения, и введенные конгруэнции γx определяют пучок фактор–
полуколец Pg =

⋃
S/γx наX. Обозначим через Γ(Pg) полукольцо всех глобальных сече-

ний пучка Pg с поточечно определенными операциями. Представление αg : S → Γ(Pg)

полукольца S сечениями пучка Pg – это гомоморфизм, при котором αg(s) = ŝ ∈ Γ(Pg),
где ŝ(x) – класс элемента s ∈ S в полукольце S/γx.

Предположим, что задано отображение f : τX → IdS. Скажем, что отображение
f сохраняет покрытия, если

∑
i

f(Ui) = S для каждого открытого покрытия {Ui}
пространства X.

Теорема A. Пусть для произвольных полукольца S и топологического прост-

ранства X заданы отображения g : IdS → τX и f : τX → IdS, причем f и g сохра-

няют конечные пересечения, f сохраняет покрытия и для любых a, b ∈ S и U ∈ τX
выполняется f(U) ⊆ (a, b)∗ ⇐⇒ U ⊆ g((a, b)∗). Тогда функциональное представление

αg полукольца S полно.

Обозначим через Cong S решетку всех конгруэнций полукольца S. Пусть f : τX →
Cong S – произвольное изотонное отображение. Для каждой точки x ∈ X положим
ρx = f(X \ x). Положим для любого открытого U ⊆ X ρU = ∩{ρx : x ∈ U} и
ρx = ∪{ρU : U ∋ x}, где ∩ и ∪ – теоретико–множественные пересечения и объеди-
нения конгруэнций. Семейство конгруэнций {ρx : x ∈ X} определяет пучок фактор–
полуколец Pf =

⋃
S/ρx на пространстве X. Пусть βf – соответствующее представление

полукольца S глобальными сечениями этого пучка.

Обозначим через Ker ρ класс нуля конгруэнции ρ. Скажем, что отображение f :

τX → Cong S сильно сохраняет покрытия, если для любого открытого покрытия
{Ui} пространства X выполняется

∑
i

Ker f(Ui) = S.
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Теорема B. Если изотонное отображение f : τX → Cong S сильно сохраняет

покрытия, то пучковое представление βf полукольца S полно.

Сопряжения и фреймы. Пусть (L,∨,∧) – полная решетка, 0 и 1 – ее наименьший
и наибольший элементы. Элемент p ∈ L, отличный от 1, называется ∧-неприводимым,
если a ∧ b 6 p влечет a 6 p или b 6 p для любых a, b ∈ L. На множестве PtL

всех ∧-неприводимых элементов вводится стоуновская топология; для каждого a ∈ L
множества p∗(a) = {p ∈ PtL : a 66 p} объявляются открытыми. Топологическое прост-
ранство PtL с введенной топологией называется точечным пространством решетки

L. Пусть τ PtL – решетка всех открытых подмножеств из PtL. Скажем, что решетка
L имеет достаточно много ∧–неприводимых элементов, если для любых a 66 b из L
найдется p ∈ PtL, такой, что a 66 p и b 6 p.

Предложение 1. Отображение p∗ : L → τ PtL, a → p∗(a), является решеточ-

ным изоморфизмом тогда и только тогда, когда решетка L дистрибутивна и имеет

достаточно много ∧-неприводимых элементов.

Доказательство. Ясно, что p∗ является эпиморфизмом. Пусть a 6= b и для опре-
деленности a 66 b. Тогда по условию найдется p ∈ PtL, для которого a 66 p и b 6 p.
Получаем, p ∈ p∗(a) \ p∗(b), и p∗ – инъекция.

Обратно, пусть p∗ – изоморфизм, из чего вытекает дистрибутивность решетки L.
Рассмотрим a, b ∈ L, такие, что a 66 b. По лемме Цорна найдется максимальный эле-
мент p 6= 1 с условиями b 6 p и a 66 p. Покажем, что он ∧-неприводим. Пусть x, y 66 p.
Элементы x ∨ p и y ∨ p строго больше p, поэтому a 6 x ∨ p и a 6 y ∨ p. Получаем,
a 6 (x ∨ p) ∧ (y ∨ p) = (x ∧ y) ∨ p и x ∧ y 66 p.

Если IdS – решетка идеалов полукольца S, то ее точечным пространством будет
множество всех ∩-неприводимых идеалов. Первичный спектр SpecS (со стоуновской
топологией с открытыми множествами вида D(J) = {P ∈ SpecS : P 6⊇ J} для лю-
бого идеала J) является подпространством Pt τ IdS, общем случае, собственным. К
примеру, идеалы p2Z, p – простое число, кольца целых чисел ∩-неприводимые, но не
простые.

Напомним определение сопряжения между полными решетками.

Определение. Пусть L и K – полные решетки и отображения f : L → K и g :

K → L сохраняют единицу и конечные точные нижние грани. Пара (f, g) называется
сопряжением между решетками L и K, если при всех a ∈ L и b ∈ K выполняется
f(a) 6 b ⇐⇒ a 6 g(b). Отображения f и g называются левым сопряженным и
правым сопряженным соответственно.

Примеры сопряжений.
1. Пусть L – произвольная полная решетка. Тогда пара (p∗, p∗) является сопря-

жением между полными решетками L и τ PtL, где левый сопряженный – отображе-
ние предложения 1, а правый задается формулой p∗(U) = ∧(PtL \ U) для любого
U ∈ τ PtL.

2. Частным случаем предыдущего примера является сопряжение (d, h) между ре-
шетками IdS и τ SpecS, задаваемое отображениями d(J) = D(J) и h(U) =

⋂
(SpecS \

U) для произвольных идеала J и открытого в SpecS множества U .

3. Наиболее важным для нас примером является сопряжение, основанное на фрейме
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идеалов полукольца.

Определение. Произвольная дистрибутивная решетка идеалов полукольца S, со-

держащая 0 и S и замкнутая относительно произвольных сумм, называется фрей-
мом идеалов полукольца S.

Пусть F – фрейм идеалов полукольца S. Во-первых, мы имеем отображение f :

F →֒ IdS, являющееся включением. Во-вторых, рассмотрим отображение g : IdS →
F, g(J) =

∑{A ∈ F : A ⊆ J}, для любого идеала J из S. Другими словами, g(J) –
наибольший идеал из фрейма F , лежащий в J . Отображение f сохраняет 0, S как
наибольший элемент решеток F и IdS, сохраняет конечные точные нижние грани
и произвольные суммы. Отображение g сохраняет 0, S, конечные ∧. Наконец, f и g

связаны соотношением f(A) ⊆ B ⇐⇒ A ⊆ g(B) для любых A ∈ F и B ∈ Id(S).
Таким образом, получили еще один пример сопряжения – пару (f, g).

Приведем примеры фреймов идеалов.

Определение. Идеал A полукольца S назовем чистым (равномерно чистым),
если для любого a ∈ A выполняется A + Anna = S(A + AnnaS = S). Идеал назы-

вается регулярным, если он порождается некоторым множеством дополняемых

идемпотентов.

Заметим, что множество всех регулярных идеалов полукольца S образует подре-
шетку решетки равномерно чистых идеалов, причем, полную, которая в свою очередь
является полной подрешеткой решетки всех чистых идеалов полукольца S. Таким об-
разом, получаем

Предложение 2. Множества всех чистых, равномерно чистых и регулярных

идеалов произвольного полукольца S образуют три фрейма идеалов полукольца S.

Важным для пучковых представлений является следующее свойство фреймов.

Теорема 3. Всякий фрейм идеалов F полукольца S изоморфен решетке τ PtF всех

открытых множеств точечного пространства PtF , являющегося компактным T0-

пространством.

Доказательство. Рассмотрим канонический эпиморфизм p∗ : F → τ PtF. Для
изоморфности p∗ требуется показать, что в F достаточно много ∩-неприводимых эле-
ментов. Доказательство этого аналогично рассуждениям в доказательстве предложе-
ния 1. Покажем компактность PtF . Пусть PtF = ∪p∗(Ai) для семейства идеалов {Ai}
из F . Тогда p∗(

∑
Ai) = PtF и, значит,

∑
Ai = S. Поэтому A1 + . . . + An = S для

некоторых идеалов из семейства {Ai}, откуда PtF = p∗(A1)∪ . . .∪ p∗(An). Стандартно
проверяется T0-отделимость точек пространства PtF .

Лемма 4. Отображение f : L → K между полными решетками, сохраняющее

конечные точные нижние грани, имеет правое сопряженное тогда и только тогда,

когда f(∨A) = ∨f(A) для любого A ⊆ L.

Доказательство. Стандартно.

Лемма 5. Пусть S – произвольное полукольцо, X – топологическое пространст-

во, ϕ : τX → IdS – отображение, сохраняющее пересечения, и выполнено одно из

условий:

(1) ϕ имеет правое сопряженное отображение;

(2) ϕ имеет левое сопряженное ψ такое, что ψϕ = 1τX и ψ(J) = X влечет J = S.
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Тогда ϕ сохраняет покрытия.

Доказательство. Пусть выполнено условие (1) и ∪Ui = X для произвольных
Ui ∈ τX. Тогда по лемме 4

∑
i ϕ(Ui) = ϕ(

⋃
i Ui) = ϕ(X) = S.

Пусть выполнено (2) и ∪Ui = X. Заметим, что ψ имеет правый сопряженный,
поэтому по лемме 4 отображение ψ сохраняет произвольные точные верхние грани.
Получаем ψ(

∑
i ϕ(Ui)) =

⋃
i ψϕ(Ui) = ∪iUi = X и по условию

∑
i ϕ(Ui) = S.

Пучковые конструкции. Проанализируем сейчас возможность применения тео-
рем о полноте с помощью фреймов идеалов и сопряжений.

Пусть g : IdS → τX – произвольное отображение, имеющее имеющее левое сопря-
женное отображение f. Оба отображения сохраняют конечные пересечения, а условие
равносильности в теореме A является частным случаем равносильности в определении
сопряжения. По лемме 5 f сохраняет покрытия, следовательно, все условия теоремы
A выполнены.

Теорема 6. Пусть S и X – произвольные полукольцо и топологическое прост-

ранство соответственно. Если (f, g) – сопряжение между решетками τX и IdS,

то пучковое представление αg полно.

Симмонс [2] приводит пример сопряжения (d, h) между решеткой идеалов IdR

кольца R и решеткой τX, где X ⊆ SpecR, и ошибочно говорит о полноте представле-
ния, аналоге αd, ссылаясь на теорему 3.1, кольцевой вариант нашей теоремы 6. Приме-
нение этой теоремы было бы правомерным, если бы пара (h, g) являлась сопряжением,
что в общем случае не так. Действительно, пусть U = D(J) = d(J) для подходящего
J ∈ IdS, откуда h(D(J)) =

√
J = {P ∈ SpecR : P ⊇ J}. Из U = D(

√
J) = D(J)

следует
√
J = h(U) ⊆ J только в том случае, если идеал J полупервичен. Следова-

тельно, (h, d) будет сопряжением тогда и только тогда, когда каждый идеал из S будет
полупервичным. Кольцо с таким условием на идеалы называется наследственно идем-

потентным [3]. Отсюда вытекает, что теорема 6 является существенно более слабой,
чем теорема A. Теорема 6, тем не менее, удобна для представлений, основанных на
фреймах.

Пусть F – произвольный фрейм идеалов полукольца S. Изоморфизм между F и
τ PtF (теорема 3) позволяет из сопряжения (i, w) : F ←→ IdS (пример 3) получить
сопряжение между τ PtF и IdS, которое обозначим, как и выше, через (i, w). Ото-
бражение w : IdS → τ PtF , будучи правым сопряженным, индуцирует по теореме 6
полное пучковое представление αw полукольца S над точечным спектром фрейма F .

Пусть h : τX → IdS – произвольное изотонное отображение. Каждому идеалу
I ⊆ S поставим в соответствие конгруэнцию θ(I) – отношение Берна по идеалу I.
Напомним, что aθ(I)b ⇐⇒ a + u = b + v для некоторых u, v ∈ I. Подпространство
всех максимальных идеалов полукольца S обозначим через MaxS.

Лемма 7. Отображение g : IdS → ConS, g(I) = θ(I), является изотонным,

а если X содержит MaxS, то композиция hg : τ(X) → ConS сильно сохраняет

покрытия.

Доказательство. Изотонность g очевидна, а hg сильно сохраняет покрытия в силу
того, что I ⊆ Ker θ(I) для любого идеала I.

Таким образом, отталкиваясь от произвольного изотонного отображения h : τX →
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IdS, мы получаем отображение hg : τX → ConS, удовлетворяющее условиям теоремы
B. Сформулируем полученный результат.

Теорема 8. Пусть отображение h : τX → IdS изотонно и сохраняет покрытия.

Тогда представление βhg полно.

Заметим, что рассуждения остаются в силе, если g заменить на любое другое изо-
тонное отображение ϕ : IdS → ConS, такое, что для любого идеала J выполняется
J ⊆ Kerϕ(J). Однако, отношение Берна по идеалу J является наименьшей конгру-
энцией среди тех, ядра которых содержат идеал J , поэтому выбор отображения g

выглядит наиболее естественным.
Теорема 8 дает следующие возможности получения полных пучковых представле-

ний. Во–первых, для подпространства X первичного спектра, такого, что MaxS ⊆ X,

рассмотрим отображение h : τX → IdS, заданное h(U) = ∩{P ∈ X : P 6∈ U}. Очевид-
но, h изотонно и сохраняет покрытия.

Во–вторых, пусть F – фрейм идеалов полукольца S. Как и выше, сопряжение (i, w)

между τ PtF и IdS гарантирует изотонность отображения i, а по лемме 5 отображение
i сохраняет покрытия.

Итак, получаем два полных представления βhg и βig над пространствамиX (MaxS ⊆
X ⊆ SpecS) и PtF соответственно.

Применение пучковых конструкций для рассмотренных выше фреймов (предложе-
ние 2) дает различные типы представлений. К примеру, представления, основанные
на фреймах регулярных идеалов, позволяют получить представления близкие к пир-
совским представлениям колец и полуколец [4, 5].
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